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ВВЕДЕНИЕ 

 

Учебное пособие «Теория рядов» является третьей частью 

цикла работ по курсу «Математический анализ», которые напи-

саны на основе лекций, проводимых на физическом факультете 

Гомельского государственного университета им. Ф.Скорины. Их 

содержание включает материал, соответствующий учебной про-

грамме по данной дисциплине, и который изложен в учебниках 

и учебных пособиях по математическому анализу. Пособие со-

держит теоретический материал по темам «Числовые и функци-

ональные ряды» и «Ряды Фурье». Пособие основано на педаго-

гических принципах, изложенных в предисловии к первой части 

данного комплекса. 

В начале каждой лекции сформулированы основные рассмат-

риваемые вопросы, отражающие ее содержание. Далее приво-

дятся определения основных понятий, формулировки теорем и 

следствий из них, доказательства наиболее важных теорем. Тео-

ретические положения иллюстрируются решениями задач, мно-

гие из которых имеют прикладную направленность. Каждая лек-

ция имеет свою нумерацию определений, теорем, рисунков и 

таблиц. В конце лекции сформулированы вопросы, позволяю-

щие обучаемому организовать самоконтроль знаний. Поскольку 

объем пособия не позволяет привести доказательства всех 

утверждений, то читателю предлагается воспользоваться учеб-

никами, приведенными в списке литературы. 

Пособие рекомендуется для использования студентами при 

самостоятельном изучении математического анализа, является 

основой для подготовки к сдаче экзаменов и зачетов. 

Автор надеется, что пособие будет полезным и для препода-

вателей в работе со студентами, и с благодарностью воспримет 

все критические замечания и пожелания, направленные на 

улучшение его содержания. 
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Лекция 1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

 

1.Определение числового ряда. 

2.Необходимый признак сходимости числового ряда. 

3.Простейшие свойства числовых рядов. 

4.Критерий Коши. 

 

1. Определение числового ряда. 

О п р е д е л е н и е  1. Пусть    ,...,...,, 211 nnn aaaa 



 – число-

вая последовательность. Выражение вида 

......321

1






k

k

k aaaaa  

называется числовым рядом, числа 1a , 2a , …, ka , … – членами 

ряда, а число ka  – k -м или общим членом ряда. 

В дальнейшем в качестве индекса суммирования в выраже-

нии используется любые буквы латинского алфавита, например 

i , j , k  и т.д. 

Примеры. Числовыми рядами являются: 

1) ...4212
1

1








k

k , 

2) 
   




















1

1
...

43

1

32

1

21

1

1

1

1
kkkk

k

. 

О п р е д е л е н и е  2. Сумма конечного числа n  первых чле-

нов ряда


1k

ka  





n

k

knn aaaaS
1

21 ...  

называется n -й частичной суммой данного ряда. 

Таким образом, 

11 aS  , 

212 aaS  , 

3213 aaaS  , 

…………………… 

nn aaaaS  ...321  

…………………………… 
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О п р е д е л е н и е  3. Если для последовательности  
1nnS  

частичных сумм ряда 


1k

ka  существует конечный предел 

SSn
n




lim , 

то ряд 


1k

ka  называется сходящимся, а число S  – суммой дан-

ного ряда: 







1

321 ......
k

kn aaaaaS . 

Если предел последовательности  
1nnS  не существует или 

равен бесконечности, то ряд называют расходящимся. 

Примеры. Исследовать на сходимость ряды  

1)  







1

1
1

k

k
a , Ra , 0a ,   2)




n

k

k
aq

1

1 , 0a . 

Р е ш е н и е . 

1. Для ряда  







1

1
1...

k

k
aaaaa  составим частичные 

суммы: aS 1
, 02 S , …, aS n 12

, 02 nS , ….  

Последовательность частичных сумм  
1nnS  этого ряда не 

имеет предела и поэтому данный ряд расходится. 

2. Сумма n  первых членов ряда  









1

112
......

k

kn
aqaqaqaqa  

имеет вид 

 
q

qa
aqaqaqaS

n
n

n







1

1
...

12
, 1q . 

Так как 










 ,1 если ,

,1 если ,0
lim

q

q
q

n

n
 

то 
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












.1 если ,

,1 если ,
1

q

q
q

a

Sn  

При 1q  ряд 






1

1

k

k
aq  совпадает с рядом  








1

1
1

k

k
a , при 

1q  naSn   и 


n
n

Slim . 

Следовательно, ряд 






1

1

k

k
aq  сходится при 1q  и его сумма 

равна 
q

a
S




1
, а при 1q  ряд расходится. 

 

2. Необходимый признак сходимости числового ряда. 

Теорема 1 (необходимое условие сходимости числового 

ряда). Если ряд 


1n

na  сходится, то 0lim 


n
k

а . 

►Пусть n
n

SS


 lim . Так как 
nnn aSS  1

, то 

  0limlimlimlim 11  





SSSSSSа n
n

n
n

nn
n

n
n

. ◄ 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 











 

1

1

k

k

k

k
 

Р е ш е н и е . Данный ряд расходится, так как 

0
1

1limlim 










e

k
a

k

k
k

k
. 

О п р е д е л е н и е  4. Выражение вида 




 
1

21 ...
nk

knn aaa , 

представляющее собой числовой ряд, называется n -м остат-

ком ряда 


1k

ka . 

Если n -й остаток ряда сходится, то его сумма обозначается 

nr , т.е. 





1k

knn ar  или 





1nk

kn ar . 

Для сходящегося ряда можно записать равенство 
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nn

nk

k

n

k

k

n

n rSaaaS  






 111

. 

Теорема 2. Если ряд 


1k

ka  сходится, то и любой его оста-

ток сходится. Если какой-то остаток ряда сходится, то сам 

ряд также сходится. 

Без доказательства. 

Следствие. Если числовой ряд 


1k

ka  сходится, т.е. 

SSn
n




lim , то 0lim 


n
n

r . 

► Пусть 





1n

naS , n
n

SS


 lim , 





1k

knn ar .  

Тогда  

  0limlim 


SSSSr n
n

n
n

. ◄ 

Данное свойство говорит о том, что отбрасывание любого 

конечного числа членов не влияет на сходимость ряда. 

Пример. Исследовать на сходимость гармонический ряд 







1

1
...

1
...

3

1

2

1
1

k
kk

. 

Р е ш е н и е . Очевидно, что 0
1

lim 
 kk

, однако гармонический 

ряд расходится. Действительно, предположим, что ряд 


1

1

k
k

 

сходится и его сумма равна S . Тогда 

  0limlimlim 22 


SSSSSS n
n

n
n

nn
n

. 

Из неравенства 

2

1

2

1

2

1
...

2

1

1

1
2 







n
n

nnn
SS nn , n N , 

предельным переходом по n  получаем противоречие: 
2

1
0  . 

 

3. Свойства сходящихся числовых рядов. Сходящиеся чис-

ловые ряды обладают следующими с в о й с т в а м и . 



 9 

1. Перестановка, отбрасывание или добавление конечного 

числа членов ряда не влияет на его сходимость (расходимость). 

► Действительно, указанные операции изменят на одну и ту 

же постоянную величину все частичные суммы ряда, начиная с 

некоторого номера, а это не влияет на сходимость или расходи-

мость последовательности частичных сумм ряда. ◄ 

2. Если ряды 


1k

ka  и 


1k

kb  сходятся и их суммы равны aS  и 

bS  соответственно, то ряд  





1k

kk ba  также сходится и 

  ba

k

kk SSba 


1

. 

► Действительно, 

    












 











п

k

k

п

k

k
n

п

k

kk
n

k

kk bababa
1111

limlim  

ba

п

k

k
n

п

k

k
n

SSba  






11

limlim .◄ 

Отметим, что из сходимости ряда  





1k

kk ba  в общем случае 

не следует сходимость рядов 


1k

ka  и 


1k

kb . 

Пример. Ряд     ...1111   сходится, а ряды 


1

1
k

 и 





1

1
k

 

расходятся. 

Ряд  





1k

kk ba  называется суммой рядов 


1k

ka  и 


1k

kb . 

3. Если ряд 


1k

ka  сходится и его сумма равна S , то ряд 







1k

ka  также сходится и Sa
k

k 





1

. 

►Действительно,  

Saaa
п

k

k
n

п

k

k
n

k

k  












111

limlim .◄ 



 10 

Ряд 


1k

ka  называется произведением ряда 


1k

ka  на число  . 

Операции суммирования рядов и умножения ряда на число 

называются линейными операциями над рядами. 

Из данных определений вытекает, что линейные операции 

над рядами реализуются с помощью линейных операций над их 

членами. 

 

4. Критерий Коши. 
Теорема 3 (критерий Коши сходимости ряда). Для того 

чтобы ряд 


1k

ka  сходился, необходимо и достаточно, чтобы 

для любого 0  существовало такое число  N , что для всех 

 Nn   и всех целых 0p  имело место неравенство 

  pnnn aaa ...1 . 

► Для последовательности частичных сумм  
1nnS  данного 

ряда из критерия Коши существования конечного предела по-

следовательности следует, что для любого 0  существует та-

кое число  N , что для всех  Nn   и всех целых 0p  имеет 

место неравенство   1npn SS . 

Тогда   11 ... npnpnnn SSaaa . ◄ 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какое выражение называется числовым рядом? 

2. Что называется суммой ряда? 

3. Сформулируйте и докажите необходимое условие сходи-

мости ряда. 

4. Какое выражение называется остатком ряда?  

5. Перечислите простейшие свойства сходящихся числовых 

рядов. 

6. Сформулируйте и докажите критерий Коши сходимости 

числового ряда. 
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Лекция 2. РЯДЫ С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 

 

1. Интегральный признак Коши. 

2. Признаки сравнения. 

3. Признак Даламбера. 

4. Признак Коши. 

 

1. Интегральный признак Коши. Пусть дан ряд 


1k

ka , члены 

ka  которого неотрицательны, 0ka . 

Теорема 1. Для того чтобы ряд 


1k

ka  с неотрицательными 

членами сходился, необходимо и достаточно, чтобы последо-

вательность частичных сумм этого ряда была ограничена. 

► Необходимость. В силу сходимости ряда 


1k

ka  последо-

вательность его частичных сумм  
1nnS  сходится. Следователь-

но, она ограничена. 

Достаточность. Пусть последовательность частичных сумм 

 
1nnS  ряда 



1k

ka  ограничена. Поскольку данный ряд является 

рядом с неотрицательными членами, то частичные суммы обра-

зуют неубывающую последовательность  

......0 121  nn SSSS . 

В силу теоремы Вейерштрасса о сходимости монотонной и 

ограниченной последовательности последовательность  
1nnS  

сходится. Значит, ряд 


1k

ka  сходится. ◄ 

Теорема 2 (интегральный признак Коши). Если неотрица-

тельная интегрируемая функция  xf  на промежутке  ;1  

монотонно убывает и члены ряда 


1k

ka  имеют вид  kfak  , 

то ряд 


1k

ka  и несобственный интеграл  


1

dxxf  сходятся или 
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расходятся одновременно, причем в случае сходимости 

    1

111

adxxfadxxf
k

k  






. 

► В силу монотонности функции  xf  для 1 kxk  спра-

ведливо неравенство      kfxfkf 1 . Интегрируя его в 

пределах от k  до 1k , имеем 

     




111

1

k

k

k

k

k

k

dxkfdxxfdxkf  

или 

  k

k

k

k adxxfa  




1

1 , 

так как   kakf  . Запишем полученные неравенства для nk ,1 : 

  1

2

1

2 adxxfa   ,  

  2

3

2

3 adxxfa   , 

 .......................... , 

  n

n

n

n adxxfa  




1

1 . 

Просуммировав их, найдем 

  n

n

n SdxxfaS  




1

1

11
. 

Случай 1. Пусть интеграл  


1

dxxf  сходится и равен I , тогда 

 




1

1

n

Idxxf  и CaISn  11
 или CSn   Nn . Итак, моно-

тонно возрастающая последовательность частичных сумм 

 
1nnS  ограничена сверху и, следовательно, сходится. Значит, 

ряд 


1k

ka  сходится. 

Переходя в неравенстве к пределу при n , получаем 
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  1

1

aSdxxfS  


. 

Откуда следует 

    1

11

adxxfSdxxf  


. 

Наоборот, если сходится ряд 


1k

ka , то его последователь-

ность частичных сумм  
1nnS  ограничена, а тем более ограниче-

на и сходится монотонно возрастающая последовательность 

 


 

1

1

1

n

n dxxfI , т.е. сходится интеграл  


1

dxxf . 

Случай 2. Пусть интеграл  


1

dxxf  расходится, тогда в силу 

неравенства  




1

1

n

n dxxfS  последовательность частичных сумм 

 
1nnS  неограниченна. Значит, ряд 



1k

ka  расходится. Если же 

расходится ряд 


1k

ka , то последовательность его частичных 

сумм  
1nnS  неограниченна. Поэтому неограничена последова-

тельность  


 

1

1

1

n

n dxxfI .  

Следовательно, интеграл  


1

dxxf  расходится. ◄ 

Пример. Исследовать на сходимость обобщенный гармони-

ческий ряд 




1

1

k
p

k
, Rp . 

Р е ш е н и е . При 1p  ряд совпадает с гармоническим рядом 

и расходится.  
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Если 0p , то 1
1


p

k
 Nk  и 0

1
lim 

 pk k
. В этом случае 

ряд расходится, так как нарушается необходимое условие схо-

димости ряда. 

Пусть 0p  и 1p . Положим  
p

x
xf

1
 . Функция  xf  мо-

нотонно убывает на промежутке  ;1 .  

Обобщенный гармонический ряд 


1

1

k
p

k
 сходится и расхо-

дится одновременно с интегралом 


1

p
x

dx
. 

Известно, что несобственный интеграл  















.10 если ,

,1 если ,
1

1

1 p

p
p

x

dx
p

 

Следовательно, ряд 


1

1

k
p

k
 сходится при 1p  и расходится 

при 1p . 

 

2. Признаки сравнения. 

Теорема 3 (признак сравнения). Пусть для членов рядов 




1k

ka  и 


1k

kb  справедливо неравенство 
kk ba 0  N 0nk . 

Тогда: 1) если ряд 


1k

kb  сходится, то и ряд 


1k

ka  сходится, 

2) если ряд 


1k

ka  расходится, то и ряд 


1k

kb  расходится. 

► Предположим сначала, что 10 n . 

1. Пусть ряд 


1k

kb  сходится. Обозначим через nS  и nS   n -е 

частичные суммы рядов 


1k

ka  и 


1k

kb  соответственно. Заметим, 

что 
nn SS   Nn . Тогда, согласно теореме 1 из сходимости 
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ряда 


1k

kb  следует ограниченность последовательности  



1nnS , 

а значит, и последовательности  
1nnS . Из ограниченности по-

следовательности  
1nnS  вытекает сходимость ряда 



1k

ka . 

2. Пусть ряд 


1k

ka  расходится. Тогда последовательность 

 
1nnS  неограниченна. Следовательно, неограничена и последо-

вательность  



1nnS . Значит, ряд 



1k

kb  расходится. 

Если 10 n , то для доказательства теоремы достаточно рас-

смотреть ряды 


 0nk

ka  и 


 0nk

kb , так как отбрасывание конечного 

числа членов ряда не влияет на его сходимость. ◄ 

Замечание. Доказанный признак является достаточным для 

сходимости ряда 


1k

ka  и расходимости ряда 


1k

kb . 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 







1

32

1
...

1
...

3

1

2

1
1

k
kk

kk
. 

Р е ш е н и е . Так как 
2

11

kk
k
  2k  и обобщенный гармо-

нический ряд 


1
2

1

k k
 сходится ( 12 p ), то сходится и задан-

ный ряд. 

Следствие (предельный признак сравнения). Пусть для 

членов рядов 


1k

ka , 0ka  и 


1k

kb , 0kb , существует предел 

A
b

a

k

k

k



lim . Тогда 1) если ряд 



1k

kb  сходится и  A0 , то и 

ряд


1k

ka  сходится, 2) если ряд 


1k

kb  расходится и  A0 , 
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то и ряд


1k

ka  расходится, 3) если 1lim 


k

k

k b

a
, то ряды 



1k

ka  и 




1k

kb  сходятся или расходятся одновременно. 

► Из определения предела A
b

a

k

k

k



lim  для любого положи-

тельного  , например L 0 , найдется номер  N  такой, 

что 

  A
b

a
A

k

k   Nk   

или, так как 0kb , 

    kkk bAabA     Nk  . 

Из сходимости ряда 


1k

kb , согласно свойству 3 числовых ря-

дов, следует сходимость ряда  





1k

kbA  , а значит, по теореме 

3 ряд 


1k

ka  сходится. 

Если ряд 


1k

kb  расходится, то расходятся ряд  





1k

kbA   и, 

следовательно, ряд 


1k

ka . 

Аналогично доказывается, что из сходимости (расходимости) 

ряда 


1k

ka  следует сходимость (расходимость) ряда 


1k

kb . ◄ 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 


1

sin
k k


. 

Р е ш е н и е . Сравним этот ряд с гармоническим рядом 


1

1

k k
. 

Поскольку 
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











k

k

k

k
nk

sin

lim
1

sin

lim , 0 , 

и гармонический ряд расходится, то расходится и исходный ряд. 

Замечание.  При применении признаков сходимости рядов, в 

качестве рядов, используемых для сравнения, выбирают, как 

правило: 

1) ряд 






1

1

k

k
aq ,  0a , из элементов геометрической про-

грессии, сходящийся при 1q  и расходящийся при 1q ; 

2) обобщенный гармонический ряд 


1

1

k
p

k
, сходящийся при 

1p  и расходящийся при 1p . 

 

3. Признак Д’Аламбера. 

Теорема 4 (признак Д’Аламбера). Пусть для ряда 


1k

ka , 

0ka , существует предел L
а

a

k

k

k




1lim . Тогда: 1) при 1L  ряд 




1k

ka  сходится; 2) при 1L  ряд 


1k

ka  расходится. 

► По определению предела следует, что для любого 0 , 

начиная с некоторого номера  N , выполняются неравенства 

   L
a

a
L

k

k 1   Nk  . 

Случай 1. Если 1L , то найдется такое 0 , что число 

1 Lq . Тогда из неравенства q
a

a

k

k 1    NNk    сле-

дует, что 

qaa NN 1
,  

2

12 qaqaa NNN  
,  

............................... , 
k

NkNkN qaqaa   1
, 

............................... . 
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Так как ряд 


1k

k

N qa  при 1q  сходится, то сходится ряд 










 
11 Nk

k

k

kN aa , а следовательно, и ряд 


1k

ka . 

Случай 2. Если 1L , то найдется такое 0 , что число 

1 Lq . Тогда имеем неравенство 

q
a

a

k

k 1   Nk   

или 

kk qaa 1
  Nk  . 

Это означает, что, начиная с номера  N , члены ряда воз-

растают, т.е. необходимый признак сходимости не выполняется 

и ряд расходится. ◄ 

Примеры. Исследовать сходимость ряды  

1) 





1

32

!
...

3

!3

2

!2
1

k
k

k

k
, 

2) 





1

44

4

4

3

4

2
2

...
4

2

3

2

2

2
2

k

k

k
. 

Р е ш е н и е . 1. Вычислим предел 

 

    e

k

k

k

kk

kk

а

a
kkп

k

kk

k

k

k

k

1

1
1

1
lim

1
lim

!1

!1
lim

1

1 


























. 

Следовательно, 1
1


e
L  и данный ряд сходится.  

2. Вычислим предел 

 
2

1
1

1
lim2

21

2
lim

44

41














 





k

k

k

nk

k

k
. 

Так как 12 L , то исходный ряд расходится. 

Замечание.  Если в условиях теоремы 4 1L , то о сходимо-

сти ряда 


1k

ka  нельзя сказать ничего определенного. 
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4. Признак Коши. 

Теорема 5 (признак Коши). Пусть для ряда 


1k

ka , 0ka , 

существует предел Lak
k

k



lim . Тогда 1) при 1L  ряд 



1k

ka  

сходится; 2) при 1L  ряд 


1k

ka  расходится. 

► По определению предела  следует, что для любого 0  

найдется такой номер  N , что выполняются неравенства 

  LaL k
k

  Nk  . 

Случай 1. Если 1L , то найдется такое 0 , что число 

1 Lq . Тогда имеем k

k qa    Nk  , и, согласно при-

знаку сравнения, из сходимости ряда 


1k

k
q  при 10  q  следует 

сходимость ряда 


1k

ka . 

Случай 2. Если 1L , то найдется такое 0 , что 

1 qL  . Тогда получаем k

k qa    Nk  . Из расходимо-

сти ряда 


1k

k
q , 1q , согласно признаку сравнения, следует 

расходимость ряда 


1k

ka . ◄ 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 













1 1

2

k

k

k

k
. 

Р е ш е н и е . Так как 

12
1

2
lim

1

2
limlim 















 k

k

k

k
a

k

k

k

k

k
k

k

, 

то данный ряд расходится. 

Замечание.  Можно доказать, что если существует предел 

k

k

k а

a 1lim 



, то существует и предел k
k

k
a


lim  (и они равны между 

собой). Обратное утверждение не всегда имеет место, т.е. при-

знак Коши «сильнее» признака Д'Аламбера. 
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Вопросы для самоконтроля 

1. Сформулируйте и докажите интегральный признак сходи-

мости рядов с неотрицательными членами. 

2. Сформулируйте и докажите признак сравнения сходимости 

рядов с неотрицательными членами. 

3. Сформулируйте и докажите признак Д’Аламбера сходимо-

сти рядов с неотрицательными членами. 

4. Сформулируйте и докажите признак Коши сходимости ря-

дов с неотрицательными членами. 
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Лекция 3. ЗНАКОЧЕРЕДУЮЩИЕСЯ И  

ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 

 

1. Знакочередующиеся ряды. 

2. Абсолютно сходящиеся ряды. 

3. Условно сходящиеся ряды. 

4. Признаки Дирихле и Абеля. 

 

1. Знакочередующиеся ряды. 
О п р е д е л е н и е  1. Знакочередующимся называется ряд, все 

члены которого поочередно меняют знак: 

    ...1...1
1

4321

1

1









 k

k

k

k

k
aaaaaa , 

где ka , ,...2,1k , – числа одного знака.  

Теорема 1 (признак Лейбница). Пусть члены знакочередую-

щегося ряда   k

k

k
a








1

1
1  удовлетворяют условиям: 

1) 
1 kk aa  Nk ; 

2) 0lim 


k
k

a . 

Тогда ряд   k

k

k
a








1

1
1  сходится, а его сумма S  не превосхо-

дит первого члена, т.е. 
1aS  . 

► Рассмотрим четную частичную сумму ряда   k

k

k
a








1

1
1 : 

     nnn aaaaaaS 21243212  ... . 

Так как все выражения в круглых скобках неотрицательны, то 

последовательность четных частичных сумм  nS2  ряда неубыва-

ющая. 

С другой стороны, сумму 
nS2

 можно записать в виде: 

    1212223212 aaaaaaaS nnnn  ... . 

Таким образом, последовательность  
12 nnS  не убывает и 

ограничена сверху. Следовательно, по признаку Вейерштрасса 

последовательность  nS2  сходится.  

Обозначим SS n
n




2lim .  
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Из соотношения 

  SaSaSS n
n

n
n

nn
n

n
n

 








12212212 limlimlimlim , 

следует, что   Sak

k

k








1

1
1 . 

Из неравенства 
12 aS n   заключаем, что 

1aS  . ◄ 

Ряд, удовлетворяющий условиям теоремы 1 называется рядом 

Лейбница. 

Следствие. Остаток    ...  211 nn

n

n aar  ряда Лейбница 

удовлетворяет неравенству 
1 nn ar . 

► Действительно, ряд Лейбница 

  ... 







 321

1

1
1 nnnk

nk

nk
aaaa  

только знаком отличается от остатка 
nr  ряда  

  k

k

k
a








1

1
1  

и не превосходит своего первого члена 1na .◄ 

Пример. Исследовать на сходимость ряд  








1

2

1
1

k

k

k
. 

Р е ш е н и е . Так как  

 22
1

11




kk
 Nk  и 0

1
lim

2


 kk

, 

то данный ряд сходится. 

 

2. Абсолютно сходящиеся ряды. 
О п р е д е л е н и е  2. Ряды, содержащие как положительные, 

так и отрицательные члены, называются знакопеременными. 

Примеры. Знакопеременными рядами являются: 

1)  
 

 
 









1

2

1

2

1

111111111
k

kkkk

...... ; 

2) 





1

ksin
...

sin
...

2

2sin
sin

k
kk

k 
 , m

2


  , Nm . 

Очевидно, что знакочередующиеся ряды являются частным 

случаем знакопеременных рядов. 
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О п р е д е л е н и е  3. Ряд 


1k

ka  называется абсолютно сходя-

щимся, если знакоположительный ряд 


1k

ka  сходится. 

Теорема 2 (критерий Коши абсолютной сходимости ряда). 

Для того чтобы ряд 


1k

ka  абсолютно сходился, необходимо и 

достаточно, чтобы для любого 0  существовало такое число 

 N , что для всех  Nn   и всех целых 0p  имело место не-

равенство 

  pnnn aaa ...1 . 

► Доказательство следует из определения абсолютно сходя-

щегося ряда и критерия Коши сходимости ряда. ◄ 

 

Теорема 3. Если ряд 


1k

ka  абсолютно сходится, то он схо-

дится. 

► Из сходимости ряда 


1k

ka  по свойству 3 линейных опера-

ций над рядами следует сходимость ряда 


1

2
k

ka . 

Поскольку kkk aaa 20   Nk , то из признака сравнения 

следует сходимость ряда  





1k

kk aa . 

Ряд 


1k

ka  можно представить в виде разности сходящихся ря-

дов:   













111 n

k

k

kk

k

k aaaa . 

Следовательно, ряд 


1k

ka  сходится. ◄ 

Замечание. Обратное утверждение в общем случае не имеет 

места. 
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Пример. Исследовать на сходимость ряды: 

1) 
 









1

1

2

1

k

k

k

,   2) 
 









1

1
1

k

k

k
. 

Р е ш е н и е . 1. Ряд, составленный из абсолютных величин ис-

ходного ряда, имеет вид 


1 2

1

k

k
 и является сходящимся. Значит, 

ряд исходный является абсолютно сходящимся. 

2. По признаку Лейбница ряд 
 








1

1

k

k

k
 сходится. С другой сто-

роны, ряд 









11

1

kk

k
k

a  является расходящимся гармоническим 

рядом. Значит, исходный ряд не является абсолютно сходящимся. 

 

3. Условно сходящиеся ряды. 

О п р е д е л е н и е  4. Если ряд 


1k

ka  сходится, а ряд 


1k

ka  

расходится, то ряд 


1k

ka  называется условно сходящимся. 

Пример. Ряд 
 








1

1

k

k

k
 сходится условно. 

Для ряда 


1k

ka  обозначим через 

1a , 

2a , …, 

ka ,… и 

1a , 

2a , …, 



ka , … соответственно его неотрицательные и отрицательные чле-

ны, взятые в том же порядке, в котором они расположены в ряде 




1k

ka . Рассмотрим ряды 






1k
k

a  и 






1k
k

a , члены которых неотри-

цательны. 

Теорема 4. Если ряд 


1k

ka  условно сходится, то оба ряда 








1k
k

a  и 






1k
k

a  расходятся. 

Без доказательства. 
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Теорема 5 (Римана). Если ряд 


1k

ka  условно сходится, то, ка-

ково бы ни было действительное число s , можно так переста-

вить члены ряда, что сумма получившегося ряда будет равна s . 

Без доказательства. 

Теорема Римана показывает, что для абсолютно сходящегося 

ряда независимость конечных сумм от порядка слагаемых перено-

сится на бесконечные суммы:; если же ряд расходится, то сумма  

ряда зависит от порядка слагаемых. 

Пример. Так как   01lim
1






k

k
, то ряд  

  ...111111
1

1








k

k
 

является расходящимся. 

Ряды 

      ...111111   

и 

      ...1111111  , 

полученные из него путем объединения его членов, сходятся. 

Причем  

      0...111111  , 

      1...1111111  . 

4. Признаки Дирихле и Абеля. 

Лемма 1 (Абеля). Пусть 1)для всех 1,...,2,1  ni  выполняется 

неравенства 
1 ii aa  или 

1 ii aa , 2)для всех nk ,...,2,1  выпол-

няются неравенства 

Bbbb k  ...21 . 

Тогда  n

n

k

kk aaBba 21

1




. 

Без доказательства. 

Теорема 6 (признак Дирихле). Пусть  

1) последовательность  
1kka  монотонна и  0lim 


k

k
a , 

2) последовательность сумм  
1nnB , 

nn bbbB  ...21
, огра-
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ничена. Тогда ряд 


1k

kkba  сходится.  

► Из ограниченности последовательности  
1nnB  следует, что 

существует 0B  такое, что Nn  выполняются неравенства 

BBn  . Следовательно, 2 n  и 
 Zp  выполняются нера-

венства  

BBBBBb npnnpn

n

k

kn 211

0

 



 . 

В силу условия 1)  

0lim 


k
k

a    0   N :   Nn     
B

an
6


 . 

Тогда для всех  Nn   и всех целых 0p  имеем 

  










 




BB

BaaBba pnn

p

k

knkn
6

2

6
222

0

. 

Согласно критерию Коши сходимости рядов, ряд 


1k

kkba  схо-

дится. ◄ 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 


1

sin

k
k

k
. 

Р е ш е н и е . Последовательность  






 









1

1

1

n

n
k

a  монотонно 

убывающая и 0
1

lim 
 kk

. 

Рассмотрим последовательность  

 






 












 

11

1
sin

n

n

k

nn kB  . 

При  m2 , Zm , имеем 




 nk
n

k

sin...2sinsinsin
1
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





2
sin2

2
sinsin2...

2
sin2sin2

2
sinsin2










 n

 
























2
sin2

22

1
cos

22

1
cos...

2

3
cos

2

3
cos

2
cos




nn

 

2
sin2

22

1
cos

2
cos
















n

. 

Поэтому  




n

k

k
1

sin 

2
sin

1

2
sin2

22

1
cos

2
cos



















n

. 

При  m2 , Zm , все рассматриваемые суммы ограниче-

ны. В силу признака Дирихле ряд 


1

sin

k
k

k
 сходится. 

При  m2 , Zm , все члены ряда обращаются в нуль и ряд 

также сходится. 

 

 

Теорема 7 (признак Абеля). Пусть  

1) последовательность  
1kka  ограничена и монотонна,  

2) ряд 


1k

kb  сходится. 

Тогда ряд 


1k

kkba  сходится.  

► Из ограниченности и монотонности последовательности 

 
1kka  существование предела aak

k



lim . Поэтому можно запи-

сать 
kk aa  , где последовательность  

1kk  монотонна и 
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0lim 


k
k

 .  

Из сходимости ряда 


1k

kb  следует, что последовательность его 

частичных сумм  
1nnB , 

nn bbbB  ...21
, ограничена. 

Тогда  

  

















1111 k

kk

k

k

k

kk

k

kk bbababa   

есть сумма двух сходящихся рядов (1-й по условию, 2-й по при-

знаку Дирихле).◄ 

Пример. Исследовать на сходимость ряд  

kk

k

k


cos

sin

1






. 

Р е ш е н и е . Последовательность  






 









1

1
cos

k

kk
k

a


 ограни-

чена и монотонна. Ряд сходится по признаку Дирихле. Согласно 

признаку Абеля ряд 
kk

k

k


cos

sin

1






 сходится. 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какой ряд называется знакочередующимся? 

2. Сформулируйте и докажите признак Лейбница. 

3. Какой ряд называется знакопеременным, абсолютно сходя-

щимся? 

4. Сформулируйте критерий Коши абсолютной сходимости ря-

да. 

5. Какими свойствами обладают условно сходящиеся ряды? 

6. Сформулируйте и докажите признак Дирихле. 

7. Сформулируйте и докажите признак Абеля. 
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Лекция 4. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ  

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ 

 

1. Сходимость функциональных последовательностей. 

2. Функциональные ряды и их сходимость. 

3. Признаки равномерной сходимости функциональных рядов. 

4. Свойства равномерно сходящихся функциональных рядов. 

 

1. Сходимость функциональных последовательностей. Пусть 

на множестве X  задана последовательность функций 

         ;...;; 3211
xfxfxfxf

nn 



, 

принимающих числовые значения в точках Xx . 

О п р е д е л е н и е  1. Последовательность   
1nn xf  называ-

ется ограниченной, если существует такое число 0M , что 

Nn  во всех точках Xx  выполняется неравенство  

  Mxfn  . 

Символическая запись: 

  
1nn xf  – ограничена   Nn  и Xx     Mxfn  . 

О п р е д е л е н и е  2 . Последовательность   
1nn xf  называ-

ется поточечно сходящейся к функции  xf  на множестве X , 

если при любом фиксированном Xx  числовая последователь-

ность   
1nn xf  сходится к  xf , т.е. Xx     xfxfn

n



lim . 

Символическая запись:  

 xfn   xf   

   0   Xx    N :   Nn          xfxfn . 

Геометрически поточечная сходимость к предельной функ-

ции  xf  в точке 0x  означает, что графики функций  xf1 , 

 xf2
, …,  xfn

, … в точке с абсциссой 
0xx   «прижимаются» к 

графику функции  xf  при 
0xx   (рис.1). 

Пример. Последовательность функций    ;...;;1
2

1 xxx n

n




  за-

дана на множестве  1;0X . Тогда  










 .10при0

,1при1
lim

x

x
x

n

n
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Рис.1. Геометрический смысл поточечной сходимости  

функционального ряда 

 

О п р е д е л е н и е  3 . Функциональная последовательность 

  
1nn xf  называется равномерно сходящейся к функции  xf  

на множестве X , если для любого 0  существует такой но-

мер  N , что для всех  Nn   и всех точек Xx  имеет место 

неравенство: 

     xfxfn . 

Символическая запись: 

 xfn




 xf  

   0    N :   Nn   и  Xx   

     xfxfn . 

Лемма 1. Для того чтобы последовательность функций 

  
1nn xf  равномерно сходилась на множестве X  к функции 

 xf , необходимо и достаточно, чтобы     0suplim 


xfxfn
Xn

. 

Без доказательства. 

Обозначим    xfxfr n
X

n  sup .  

Тогда последовательность      






 









1
1

sup
n

n
X

nn xfxfr  явля-

ется числовой последовательностью. 

Пример. Доказать, что функциональная последовательность 

   ;...;;1
2

1 xxx n

n




 , заданная на множестве 









2

1
;0X , является 

равномерно сходящейся на этом множестве. 

Р е ш е н и е . Предел существует и  xfx
n

n



0lim  для всех 
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









2

1
;0x . Так как 

n

n
x 

















 2

1
0sup

2

1
;0

, то  

0
2

1
lim0suplim

2

1
;0






















n

n

n

n
x . 

Согласно лемме 1, последовательность    ;...;;1
2

1 xxx n

n




  

сходится равномерно к нулю на отрезке 









2

1
;0X : 0

2

1
;0 












n
x . 

Геометрически равномерная сходимость последовательности 

  
1nn xf  к функции  xf  на отрезке  ba;  означает: если гра-

фик функции  xfy   заключен в  -полосу, определяемую не-

равенствами         xfxfxf n
, x  ba; , то графики 

всех функций  xfn
,  Nn   целиком лежат в этой полосе 

(рис.2). 

 
Рис.2. Геометрический смысл  равномерной сходимости  

функционального ряда 

 

Теорема 1 (критерий Коши равномерной сходимости 

функциональной последовательности). Для того чтобы по-

следовательность функций   
1nn xf  равномерно сходилась на 

множестве X  к функции  xf , необходимо и достаточно, 

чтобы для любого 0  существовал такой номер  NN  , 

что всех точек Xx , всех Nn   и всех 
Zp  выполнялось  

неравенство 

     xfxf npn . 

Без доказательства. 
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Символическая запись: 

 xfn




 xf     

 0   N : Xx , Nn   Zp           xfxf npn . 

 

2. Функциональные ряды и их сходимость. Пусть  xu1 , 

 xu2
, …,  xun

, … – последовательность функций, определен-

ных на некотором множестве X .  

О п р е д е л е н и е  4. Ряд 

       





1

21 ......
k

kk xuxuxuxu , 

членами которого являются функции  xuk
, называется функ-

циональным. 

Каждому значению Xx 0
 соответствует числовой ряд 

 


1

0

k

k xu . Этот числовой ряд может быть сходящимся или рас-

ходящимся. Если ряд  


1

0

n

n xu  сходится, то 0x  называется точ-

кой сходимости функционального ряда  


1k

k xu . Множество 

всех точек сходимости функционального ряда называется его 

областью сходимости. Обозначим ее через D . Очевидно, что 

XD  . Если множество D  пусто, то ряд  


1k

k xu  расходится в 

каждой точке множества X .  

О п р е д е л е н и е  5 . n -й частичной суммой  xSn
 ряда 

 


1k

k xu  называется конечная сумма 

         



n

k

knn xuxuxuxuxS
1

21 ... . 

Ряд    





1k

knn xuxr  называется n -м остатком ряда 
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 


1k

k xu . 

О п р е д е л е н и е  6 . Ряд  


1k

k xu  называется сходящимся 

поточечно к функции  xS  на множестве X , если последова-

тельность его частичных сумм   
1nn xS  сходится к  xS  на X , 

т.е.  

   xSxu
k

k 


1

      xSxSn
n




lim  Xx . 

Функция  xS  называется суммой ряда  


1k

k xu . 

Очевидно, что для сходящегося на множестве X  ряда 

 


1k

k xu  его остаток 

      0 xSxSxr nn
 Xx  при n . 

О п р е д е л е н и е  7 . Функциональный ряд  


1k

k xu  называ-

ется абсолютно сходящимся на множестве XD 1
, если в 

каждой точке этого множества сходится ряд  


1n

n xu . 

Так как из абсолютной сходимости ряда в точке следует его 

сходимость, то DD 1
, где D  – область сходимости функцио-

нального ряда. 

Пример. Найти область сходимости ряда 

     


















1
12

2

12

2

22

2

2

2
2

1
...

1
...

11 k
kn

x

x

x

x

x

x

x

x
x . 

Р е ш е н и е . Члены исходного ряда при 0x  образуют гео-

метрическую прогрессию со знаменателем 1
1

1
2


 x
, а при 

0x  все обращаются в нуль. Тогда 

 









.0 если ,1

,0 если ,0
2

xx

x
xS  
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Следовательно, областью сходимости ряда 
 







1
12

2

1k
k

x

x
 яв-

ляется вся числовая ось R . При этом, хотя все члены ряда не-

прерывны на R , сумма  xS  разрывна в точке 0x . 

Для определения области абсолютной сходимости функцио-

нального ряда используются признаки Коши и Д'Аламбера, для 

которых в рассматриваемом случае предел L , вообще говоря, 

будет функцией переменной x . 

Пример. Найти область абсолютной сходимости функцио-

нального ряда 









1

112
......1

k

kn
xxxx . 

Р е ш е н и е . Зафиксируем точку x . Применим для получен-

ного числового ряда признак Д'Аламбера: 

x
x

x
k

k

k


 1
lim . 

Ряд 






1

1

k

k
x  сходится при 1x  и расходится при 1x .  

Таким образом, областью абсолютной сходимости функцио-

нального ряда 






1

1

k

k
x  является интервал  1;1 . 

О п р е д е л е н и е  8 . Функциональный ряд  


1k

k xu  называ-

ется равномерно сходящимся на множестве X  к функции  xS , 

если последовательность частичных сумм   
1nn xS  сходится 

равномерно к  xS  на X : 

 Xx    


1k

k xu


  xS     xSn



  xS . 

Если        





1k

knnn xuxSxSxr  n -й остаток ряда 

 


1k

k xu , условие равномерной сходимости ряда можно записать 

в виде 
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 xrn


 0. 

Замечание. Различие определений поточечной и равномер-

ной сходимостей функционального ряда состоит лишь в том, что 

в первом случае номер  N  зависит от   и Xx , т.е. 

 xNN ; , а во втором – только от  , т.е.  NN  . Поточеч-

ную сходимость называют также неравномерной. 

Пример. Показать, что ряд 
 







1
12

2

1k
k

x

x
 в области RX  

сходится неравномерно. 

Р е ш е н и е . Пусть 10    и 0x . Тогда  

   
  

















nn

x
xxS

2

2

1

1
11 , 

и неравенство  

   
 





12

1

1
nn

x
xSxS  

выполняется при  
 










2
1ln

ln
1,

x
xNn


 . 

Действительно, 

 



12

1

1
n

x
    



1
1

12


n
x        ln1ln1

2
 xn    

 2
1ln

ln
1

x
n





. 

Отсюда  
 










2
1ln

ln
1,

x
xN


 . 

Поскольку   xN ,  при 0x  и 10   , то при вы-

бранном   не существует конечного номера  N , который не 

зависит от x , такого, чтобы выполнялось неравенство 

     xSxS n   Nn  , Rx . 

Значит, сходимость ряда 
 







1
12

2

1k
k

x

x
 на R  неравномерная. 

Теорема 2 (критерий Коши равномерной сходимости ря-
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да). Для того чтобы ряд  


1k

k xu  равномерно сходился на мно-

жестве X  к функции  xS , необходимо и достаточно, чтобы 

для любого 0  существовал такой номер  N , что всех 

 Nn  , всех 
Zp  и всех точек Xx  выполнялось неравен-

ство 

        xuxuxu pnnn ..1 . 

Без доказательства. 

 

3. Признаки равномерной сходимости функциональных  

рядов. 
Теорема 3 (признак Вейерштрасса). Пусть 

1) члены ряда  


1k

k xu  удовлетворяют неравенствам:  

  kk axu   Nk , Xx ; 

2) ряд 


1k

ka , 0na , сходится. 

Тогда  функциональный ряд  


1k

k xu  сходится равномерно на 

множестве X . 

► Так как числовой ряд 


1k

ka  сходится, то его остаток 

0nr , т.е.  

  N 0 :  Nn       nr . 

Тогда  Nn    

       












n

nk

k

nk

k

nk

kn raxuxuxr
111

   Xx . 

По определению это и означает равномерную сходимость ря-

да  


1k

k xu  на множестве X . ◄ 

О п р е д е л е н и е  9 . Числовой ряд 


1k

ka , члены которого 
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удовлетворяют неравенствам   kk axu   Nk , Xx , назы-

вается мажорантным рядом или мажорантой для функцио-

нального ряда  


1k

k xu , а сам функциональный ряд в этом слу-

чае называется мажорируемым на множестве X . 

Пример. Найти область равномерной сходимости ряда 




1

3

cos

k k

kx
. 

Р е ш е н и е . Так как  

33

1cos

kk

kx
  Nk , Xx  

и ряд 


1
3

1

k k
 сходится, то на основании признака Вейерштрасса 

заключаем, что областью равномерной сходимости заданного 

ряда является вся числовая ось R . 

Теорема 4 (признак Дирихле). Пусть 1) последователь-

ность функций   
1kk xa  равномерно сходится к нулю на мно-

жестве X ; 2)   
1kk xa  в каждой точке Xx  монотонна; 3) 

последовательность частичных сумм   
1nn xB , 

   



n

k

kn xbxB
1

, ограничена на X . Тогда ряд    


1k

kk xbxa  рав-

номерно сходится на X . 

Без доказательства. 

Теорема 5 (признак Абеля). Пусть  

1) последовательность функций   
1kk xa  ограничена на 

множестве X ;  

2)   
1kk xa в каждой точке Xx  монотонна;  

3) ряд  


1k

k xb  равномерно сходится на X .  

Тогда ряд    


1k

kk xbxa  равномерно сходится на множестве X . 
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4. Свойства равномерно сходящихся функциональных ря-

дов. 
Теорема 6 (непрерывность). Если на множестве X  функ-

циональный ряд  


1k

k xu  с непрерывными членами сходится 

равномерно, то его сумма  xS  непрерывна на X . 

► В силу равномерной сходимости ряда на множестве X  для 

любого 0  существует такой номер  N , что для всех 

  NNn    

     
3


 xSxSxr NN   Xx . 

Поскольку функция    



N

n

nN xuxS
1

 непрерывна на X , то 

 Xx 0
 существует    0

0

lim xSxSn
xx




. По определению преде-

ла  0  существует 0  такое, что  Xx  удовлетворяю-

щих неравенству  0xx  выполняется неравенство 

   
3

0


 xSxS NN . 

Учитывая, что      xrxSxS NN  , для любого 0  и 

 Xx  удовлетворяющих неравенству  0xx  получим: 

             000 xrxSxrxSxSxS NNNN  

        



333
00 xrxrxSxS NNNN . 

Значит, функция  xS  непрерывна в произвольной точке 

Xx 0
. ◄ 

Следствие. В равномерно сходящемся ряде возможен 

почленный переход к пределу, т.е. 

     















1

0

11 00

limlim
k

k

k

k
xx

k

k
xx

xuxuxu   Xx  0
. 

► Действительно, в силу непрерывности суммы  xS  

         
















11

00

1 000

limlimlim
k

k
xx

k

k
xx

k

k
xx

xuxuxSxSxu . ◄ 

Теорема 7 (почленное интегрирование). Если функциональ-
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ный ряд  


1k

k xu  с непрерывными членами сходится к функции 

 xS  равномерно на отрезке  ba; , то его можно почленно ин-

тегрировать на любом отрезке    baxx ;;0   и справедливо ра-

венство: 

       























x

x k

x

x

k

k

k

x

x

dttudttudttS

0 00
11

,  

причем ряд   


1
0

k

x

x

k dttu  сходится равномерно на  ba; . 

► В силу равномерной сходимости ряда  

 :0  N   Nn    bax ;       
ab

xSxS n





. 

Тогда  bax ;  и  Nn   

        












   



x

x

n

k

k

n

k

x

x

k

x

x

dttutSdttudttS

000
11

 

    





  0

0

xx
ab

dttStS

x

x

n . 

А это означает, что ряд   


1
0

k

x

x

k dttu  сходится равномерно на 

отрезке  ba;  к функции  
x

x

dttS

0

. ◄ 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 


1

arctg
1

k k

x

k
. 

Р е ш е н и е . Рассмотрим ряд 


 1
22

1

k xk
. 

Так как 
222

11

kxk



 Rx , а ряд 



1
2

1

k k
 сходится, то со-

гласно  признаку Вейерштрасса исходный ряд сходится равно-

мерно на R . Интегрируя его почленно на отрезке  x;0 , получа-

ем 
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k

x

k
dt

tk kk

x

arctg 
11

11 0

22 











. 

В силу теоремы 7 ряд 


1

arctg
1

k k

x

k
 сходится равномерно на 

множестве R . 

Теорема 8 (почленное дифференцирование). Если ряд 

 


1k

k xu  с непрерывно дифференцируемыми на отрезке  ba;  

членами сходится к функции  xS  а ряд  


1

'

k

xu
k

 сходится рав-

номерно на этом отрезке, то исходный ряд сходится равномер-

но на  ba; , его сумма  xS  – непрерывно дифференцируемая 

функция и справедливо равенство 

   





1k

k xuxS . 

► Обозначим через    





1k

k xux . Интегрируя это равен-

ство на отрезке    baxx ;;0  , получаем 

               













1

00

11
000

k

kk

k

x

x

k

x

x k

k

x

x

xSxSxuxudttudttudtt

или      0

0

xSxSdtt

x

x

 . 

Левая часть равенства дифференцируема по x . Следователь-

но, дифференцируема по x  и правая его часть. Получим: 

   xSx  .  

Тогда справедливо равенство    





1k

k xuxS . 

Равномерная сходимость на  ba;  ряда  


1k

k xu  следует из 

теоремы 7. ◄ 

Пример. Найти сумму ряда 






1

1

k

k
kx . 
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Р е ш е н и е . Очевидно, что ряд 


0k

k
x  сходится при 1x  и 

его сумма равна 
x1

1
. Ряд 







1

1

k

k
kx , полученный почленным 

дифференцированием ряда сходится равномерно при 1 qx  

на основании признака Вейерштрасса, так как он мажорируется 

числовым рядом 






1

1

k

k
kq , сходящимся по признаку Д'Аламбера. 

На основании теоремы 8 

 201

1

1

1

1

1

xxdx

d
x

dx

d
kx

k

k

k

k



























 









 , 

т.е. 
 21

1

1

1

x
kx

k

k








   1;1x , 

поскольку для любого x  из указанного интервала всегда найдет-

ся такое q , что выполняется неравенство 1 qx . 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Дайте определение ограниченной функциональной после-

довательности. 

2. Какая функциональная последовательность называется по-

точечно сходящейся на множестве X ? 

3. Дайте определение равномерно сходящейся функциональ-

ной последовательности. Сформулируйте критерий Коши рав-

номерной сходимости последовательности. 

4. Дайте определение функционального ряда, его области 

сходимости. 

5. Сформулируйте определения поточечной и равномерной 

сходимости функционального ряда. 

6. Сформулируйте и докажите признак Вейерштрасса равно-

мерной сходимости рядов. 

7. Перечислите свойства равномерно сходящихся рядов. 
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Лекция 5. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 

 

1.Определение и сходимость степенного ряда. 

2. Радиус сходимости и интервал сходимости. 

3.Свойства степенных рядов. 

 

1. Определение и сходимость степенного ряда. 
О п р е д е л е н и е  1. Ряд вида 

     k

k

k

k

k xxaxxaxxaa 0

0

0010 ......  




,  

где ka , x , 0x  – действительные числа, членами которого явля-

ются степенные функции, называется степенным рядом по сте-

пеням  0xx  , а числа ka  – коэффициентами степенного ряда. 

При 00 x  имеем степенной ряд по степеням x  

k

k

k

k

k xaxaxaa 





0

10 ...... , 

Поскольку заменой Xxx  0
 ряд  k

k

k xxa 0

0






 можно све-

сти к ряду k

k

k xa


0

, то будем рассматривать ряды k

k

k xa


0

. 

Степенной ряд k

k

k xa


0

 всегда сходится в точке 0x . При 

0x  степенной ряд может как сходиться, так и расходиться. 

Теорема 1 (Абеля). Если степенной ряд k

k

k xa


0

 сходится в 

точке 00 x , то он сходится абсолютно в интервале 

00 xxx   и сходится равномерно на отрезке qxq  , 

где 00 xq  . 

► Так как по условию теоремы числовой ряд 


0

0

k

k

k xa  схо-

дится, то 0lim 0 


k

k
k

xa . Следовательно, последовательность 

 
00 k

k

k xa  ограничена. По определению ограниченной последова-

тельности имеем  
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Nk   0M : Mxa
k

k 0 . 

Отсюда  

kk

x

M
a

0

 . 

Пусть 0xx  .  

Тогда 















0 000 k

k

k

k

k

k

k

k
x

x
Mxaxa . 

Члены ряда 


0 0k

k

x

x
M  – образуют геометрическую прогрес-

сию со знаменателем 1
0


x

x
. Поэтому этот ряд сходится. Сле-

довательно, ряд k

k

k xa


0

 в точке 0x  сходится абсолютно. 

Если 0xqx  , то 1
00


x

q

x

x
. Тогда ряд k

k

k xa


0

 мажори-

руется сходящимся числовым рядом 

















0 0k

k

x

q
M . По признаку 

Вейерштрасса, он сходится равномерно на отрезке  qq; . ◄ 

Следствие. Если в точке 01 x  степенной ряд k

k

k xa


0

 рас-

ходится, то он расходится во всех точках x , таких, что 

1xx  . 

► Действительно, если бы ряд 
k

k

k xa


0

 сходился в точке x , 

то по теореме Абеля он сходился бы абсолютно в точке 1x , что 

противоречит условию. ◄ 
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2. Радиус сходимости и интервал сходимости. Из теоремы 

Абеля и следствия вытекает, что если степенной ряд k

k

k xa


0

 

сходится хотя бы в одной точке 0x , то всегда существует 

число 0R , такое, что степенной ряд сходится (абсолютно) для 

всех  RRx ;  и расходится для всех     ;; RRx . 

При Rx   ряд k

k

k xa


0

 может быть как сходящимся, так и 

расходящимся. 

О п р е д е л е н и е  2 . Число 0R  называется радиусом схо-

димости степенного ряда k

k

k xa


0

, если степенной ряд сходится 

в каждой точке интервала  RR;  и расходится при Rx  . Ин-

тервал  RR;  называется интервалом сходимости.  

Если ряд k

k

k xa


0

 сходится только в точке 0x , то 0R ; ес-

ли же он сходится для всех Rx , то R . 

Для нахождения радиуса сходимости степенного ряда ис-

пользуют признаки Д'Аламбера и Коши.  

Теорема 2. Пусть для коэффициентов ряда k

k

k xa


0

 суще-

ствует предел 0lim 


k
k

k
a . Тогда радиус сходимости находит-

ся по формуле Коши-Адамара  

k
k

k
a

R




lim

1
. 

► Пусть 0lim 


Lak
k

k
. Тогда xLxak k

k
k




lim  и по при-

знаку Коши при 1xL  ряд сходится абсолютно, а при 1xL  

расходится. Следовательно,  

k
k

k
aL

R




lim

11
.  

Если 1lim 


Lak
k

k
, то расходится не только числовой ряд 
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


1k

ka , но и ряда 


1k

ka , так как нарушается необходимый при-

знак его сходимости: 

1L    ka    0ka .◄ 

Замечание 1. Аналогично, если существует предел 

L
a

a

k

k

k




1lim , то применяя признак Д'Аламбера, получим  

1
lim





k

k

k a

a
R .  

Пример. Найти радиус сходимости ряда 


0

!
k

k
xk . 

Р е ш е н и е . Имеем 

 
0

!1

!
lim 




 k

k
R

k
. 

Значит, ряд сходится в единственной точке 0x . 

Замечание 2. Степенной ряд общего вида  k

k

k xxa 0

0






 за-

меной Xxx  0
 сводится к ряду 



0k

k

k Xa . Пусть R  радиус 

сходимости ряда 


0k

k

k Xa . Тогда ряд  k

k

k xxa 0

0






 сходится 

абсолютно при Rxx  0  и расходится при Rxx  0 . Здесь 

число 0R  называют радиусом сходимости, а интервал 

 RxRx  00 ;  – интервалом сходимости степенного ряда.. 

Пример. Найти область сходимости ряда 
 




 



1 5

3

k
k

k

k

x
. 

Р е ш е н и е . Имеем  

 

5

51

1
5

1

lim

1











k

k

k

k

kR . 

Значит, интервал сходимости 535  x  или 82  x . В 
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точке 2x  получаем условно сходящийся ряд 
 








1

1

k

k

k
, а в 

точке 8x  – расходящийся гармонический ряд 


1

1

k k
. Таким 

образом, область сходимости ряда есть полуинтервал  8;2 . 

 

3. Свойства степенных рядов. Не ограничивая общности будем 

рассматривать ряд k

k

k xa


0

. 

Теорема 3. Если радиус сходимости степенного ряда k

k

k xa


0

 

отличен от нуля, то его сумма  xS  непрерывна на интервале 

сходимости  RR; . 

► Пусть x  – произвольная точка интервала сходимости. Все-

гда существует такое число 0q , что Rqx  . По теореме 1 

степенной ряд сходится равномерно на отрезке    RRqq ;;  . 

Тогда, согласно теореме о непрерывности суммы равномерно 

сходящегося функционального ряда,  xS  непрерывна на отрез-

ке  qq; . Следовательно, и в точке x . В силу произвольности 

выбора точки  RRx ;  получаем непрерывность функции 

 xS  на  RR; . ◄ 

Теорема 4. Операции почленного дифференцирования и ин-

тегрирования на любом промежутке    RRxx ;;0   степенно-

го ряда k

k

k xa


0

 не изменяют его радиуса сходимости. 

► Ограничимся рассмотрением случая, когда существует 

1

lim



k

k

k a

a
. Обозначим через 1R  радиус сходимости почленно 

продифференцированного ряда 

  












1

1

0 n

k

k

k

k

k xkaxa . 

Тогда 
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 
R

a

a

ak

ka
R

k

k

k
k

k

k











11

1 lim
1

lim . 

Аналогично пусть 2R  – радиус сходимости ряда, полученного 

почленным интегрированием ряда 






























 







 0

1

0

1

0
11

0
k

kkkk

k

x

x

k

k x
k

a
x

k

a
dtta  

 
















0 0

1

0

1

11
k k

kkkk x
k

a
x

k

a
. 

Числовой ряд 






0

1

0
1k

kk x
k

a
 сходится абсолютно по признаку 

сравнения в силу неравенства 1

0

1

0
1






k

k

kk xax
k

a
, ,...1,0k , и 

сходимости ряда 


0

00

k

k

k xax , так как  RRx ;0  . 

Значит, 

 
 

R
a

a

ak

ka
R

k

k

k
k

k

k













11

2 lim
1

2
lim . ◄ 

Теорема 5. Если радиус сходимости степенного ряда k

k

k xa


0

 

отличен от нуля, то степенной ряд можно почленно дифферен-

цировать на интервале сходимости и для его суммы  xS  спра-

ведливо равенство 

  







0

1

k

k

k xkaxS .  

► Пусть x  – произвольная точка интервала сходимости 

 RR; , т.е. ряд 
k

k

k xa


0

 сходится. Выберем такое число q , что 

Rqx  . На отрезке    RRqq ;;   ряд 






0

1

k

k

k xka , согласно 

теореме 4, сходится равномерно. Следовательно, на указанном 
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отрезке, а значит, и в точке x  ряд k

k

k xa


0

 можно почленно 

дифференцировать, и справедливо равенство  

  







0

1

k

k

k xkaxS .◄ 

Следствие. Степенной ряд на интервале сходимости 

 RR; , 0R , можно почленно дифференцировать любое чис-

ло раз. 

► Действительно, так как результатом почленного диффе-

ренцирования степенного ряда является степенной ряд с тем же 

радиусом сходимости, то к нему применима теорема 5 и т.д. ◄ 

Теорема 6. Степенной ряд k

k

k xa


0

 можно почленно инте-

грировать на любом отрезке  xx ;0
, принадлежащем интервалу 

сходимости. 

► Доказательство теоремы следует из равномерной сходимо-

сти степенного ряда k

k

k xa


0

 на отрезке    RRxx ;;0   и теоре-

мы о почленном интегрировании функционального ряда. ◄ 

Следствие. Степенной ряд k

k

k xa


0

 можно почленно инте-

грировать любое число раз на отрезке    RRxx ;;0  . 

Пример. Найти сумму ряда  









0

12

12
1

k

k
k

k

x
. 

Р е ш е н и е . Рассмотрим ряд 

    ...1...11
242

0

2






kk

k

kk
xxxx , 

полученный почленным дифференцированием исходного ряда. 

Так как члены этого ряда образуют геометрическую прогрессию 

со знаменателем  2
x , то его сумма  

2
1

1

x
xS


 , если 1x . 

Интегрируя ряд  





0

2
1

k

kk
x  почленно на отрезке    1;1;0 x , 

получаем 
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     
12

111
1

arctg
12

00

2

00 0

2

0

2 

















 k

x
dttdtt

t

dt
x

k

k

k
x

k

k

k
x

k

kk
x

. 

Следовательно,  

  x
k

x
k

k

k
arctg

12
1

12

0









 , 1x . 

Таким образом, функция xy arctg  является суммой исход-

ного ряда. 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какой ряд называется степенным? 

2. Сформулируйте и докажите теорему Абеля. 

3. Что называется радиусом сходимости и интервалом сходи-

мости степенного ряда? 

4. Перечислите свойства степенных рядов. 
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Лекция 6. РЯДЫ ТЕЙЛОРА И МАКЛОРЕНА 

 

1.Разложение функций в степенные ряды. 

2. Разложение элементарных функций в ряд Маклорена. 

3. Некоторые приложения степенных рядов 

 

1. Разложение функций в степенные ряды. 

О п р е д е л е н и е  1. Пусть функция  xf  имеет в окрестно-

сти точки 0x  производные любого порядка. Ряд  

  
  





k

k

k

xx
k

xf
0

0

0

!
 

     
 

 
  

  ...
!

...
!2

0
02

0
0

000 



k

k

xx
k

xf
xx

xf
xxxfxf

называется рядом Тейлора функции  xf  в точке 0x . 

Если 00 x , то ряд Тейлора имеет вид 

  






k

k

k

x
k

f

0 !

0
   

    
...

!

0
...

!2

0
00

2





k
k

x
k

f
x

f
xff  

и называется рядом Маклорена. 

Радиус сходимости R  степенного ряда 
  

 k

k

k

xx
k

xf
0

0

0

!






 

может быть как равным нулю, так и отличным от него, причем в 

последнем случае сумма  xS  ряда Тейлора может не совпадать 

с  xf . Важно определить, когда в формуле  

 xf ~
  

 k

k

k

xx
k

xf
0

0

0

!






 

допустим знак равенства, т.е. когда ряд Тейлора сходится к 

функции  xf , для которой он составлен. Если    xfxS   на 

 RxRx  00 ; , то говорят, что функция  xf  разложима в ряд 

Тейлора в окрестности точки 0x . 

Частичные суммы ряда Тейлора 

      
 

 
  

  



n

n

n xx
n

xf
xx

xf
xxxfxfxS 0

0
0

0
000

!
...

!2
 

  
 k

n

k

k

xx
k

xf
0

0

0

!



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представляют собой многочлены Тейлора  xPn
 функции  xf  в 

точке 0x . Если ряд Тейлора сходится к функции  xf , справед-

ливо равенство 

         xRxSxRxPxf nnnn  . 

Теорема 1 (Тейлора). Пусть 1) функция  xf  имеет в 

окрестности  0;xRU  точки 0x  производные любого порядка; 

2)  0; xRUx  выполняется условие   
k

k

R

k
Mxf

!
 , 

,...2,1,0k . Тогда функция  xf  разлагается на множестве 

 0;xRU  единственным образом: 

      
 

  


 ...
!2

2

0
0

000 xx
xf

xxxfxfxf  

  
  ...

!
0

0 
k

k

xx
k

xf
. 

► Разложение. Известно, что для функции  xfy   в 

окрестности  0;xRU , то  0;xRUx  при 
0xx  имеет место 

формула Тейлора 

  xf  

    
  

   xRxx
n

xf
xxxfxf n

n
n

10
0

000
!

...  , 

где  
  
 

  1

0

1

1
!1




 



n

n

n xx
n

f
xR


 – остаточный член в форме Ла-

гранжа,  0; xRU , или Пеано     1

01



 
n

n xxoxR . 

Согласно условию 2) теоремы 1 имеем   
 

1

1 !1


 


n

n

R

n
Mf  . 

Тогда  

 
  

 
 
 




















1

01

1

0

1

1
!1

!1

!1

n

n

n

n

n xx
nR

n
Mxx

n

f
xR


 

1

0















 


n

R

xx
M . 

Поскольку Rxx  0 , то 10 


R

xx
. Поэтому   01  xRn  
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при n .  

Аналогично с остаточным членом в виде Пеано имеем 

  01  xRn  при n .  

Переходя в формуле Тейлора к пределу при n , получим  

 
  

 k

k

k

xx
k

xf
xf 0

0

0

!






. 

Единственность. Пусть существует еще одно разложение в 

степенной ряд функции  xfy   в окрестности  0;xRU : 

        ...... 0

2

02010 
n

n xxbxxbxxbbxf . 

где хотя бы один из коэффициентов kb  отличен от 
  

!

0

k

xf
a

k

k  .  

Последовательно дифференцируя почленно этот ряд беско-

нечное число раз, получим 

        ......32
1

0

2

03021

'


n

n xxnbxxbxxbbxf , 

        ...1...232
2

0032

''


n

n xxbnnxxbbxf , 

...................................................................................... , 
            ...12...1112...21 01   xxbnnnbnnnxf nn

n

     …………………………………………………………………… . 

Полагая в этих равенствах и в исходном ряде 
0xx  , имеем: 

 00 xfb  ,  0

'

1 xfb  , 
 
!2

0

''

2

xf
b  , ... , 

  
!

0

n

xf
b

n

n  , ... . 

Сравнивая найденные коэффициенты kb  с коэффициентами 

ряда Тейлора, заключаем, что 
  

!

0

k

xf
b

k

k   для 

,2,1,0k .Отсюда следует единственность разложения. ◄ 

Следствие 1.  Для того чтобы бесконечно дифференцируе-

мая в окрестности точки 0x  функция  xf  разлагалась в ряд 

Тейлора в окрестности этой точки, необходимо и достаточно, 

чтобы остаток в формуле Тейлора стремился к нулю: 

  0lim 


xRn
n

  RxRxx  00 ; . 

Следствие 2. Если для любых  RxRxx  00 ;  все произ-

водные функции  xf  ограничены одной и той же константой 
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M , то ряд Тейлора 
  

 k

k

k

xx
k

xf
0

0

0

!






 сходится к функции 

 xf  в интервале Rxx  0 . 

► Согласно представлению остаточного члена формулы 

Тейлора в форме Лагранжа, имеем 

 
  
 

 
 !1!1

1
1

0

1












n

R
Mxx

n

cf
xR

n
n

n

n   RxRxx  00 ; . 

Числовой ряд 
 








0

1

!1
n

n

n

R
 сходится по признаку Д’Аламбера. 

Тогда на основании необходимого признака сходимости ряда  

 
0

!1
lim

1






 n

R
n

n
. 

Следовательно,   0lim 


xRn
n

  RxRxx  00 ; .◄ 

 

2. Разложение элементарных функций в ряд Маклорена. Ес-

ли в формуле Тейлора положить 00 x , то имеем формулу Мак-

лорена 

     
 




 ...
!2

0
00

2
x

f
xffxf

  
...

!

0


k
k

x
k

f
. 

Получим разложения в ряд Маклорена некоторых элементар-

ных функций. 

1.   x
exf  . 

Имеем    xk
exf   и 

   Axk
eexf   при Ax  , где A  – 

сколь угодно большое положительное число. Тогда на основа-

нии теоремы 1 заключаем, что функция   x
exf   разложима в 

ряд Маклорена, сходящийся к ней при любом Rx . Поскольку 

 
!

1

!

0

kk

f
a

k

k  , то 







0

2

!
...

!
...

!2!1
1

k

kk
x

k

x

k

xxx
e .  

2.   xxf ch .  
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Используя разложение 





0

!
k

k
x

k

x
e , определение функции 

2
ch

xx
ee

xy



  и свойство суммы сходящихся рядов,  Rx  

имеем: 

   
  










































 


000
!

11
2

1

!!2

1

2

1
ch

k

k
k

k

k

k

k
xx

k

x

k

x

k

x
eex . 

Отсюда 
   






0

2422

...
!2

...
!4!2

1
!2

ch
k

kk

k

xxx

k

x
x  

3.   xxf sh .  

Так как    


xeex
xx

ch
2

1
sh , то на основании теоремы о 

почленном дифференцировании степенного ряда, получаем раз-

ложение Rx  

   












0

121253

!12
...

!12
...

!5!3
sh

k

kk

k

x

k

xxx
xx . 

4.   xxf sin .  

Так как 
    









 kxxxf

kk

2
sinsin


 и 

   1
2

sin 







 kxxf

k 
 

Rx , то Rx  

 
 

 
 













0

121253

!12
1...

!12
1...

!5!3
sin

k

k
n

k
n

k

x

k

xxx
xx . 

Здесь используется условие 

  
 
















.12 если ,

12

1

,2 если ,0

!

2
sin

!

0sin

nk
n

nk

k

k

k
a n

k

k



 

5.   xxf cos . 

Из равенства   xx sincos  на основании теоремы о почлен-

ном дифференцировании степенного ряда получаем искомое 

разложение 

 
 

 
 






0

2242

!2
1...

!2
1...

!4!2
1cos

k

k
k

k
k

k

x

k

xxx
x  Rx . 
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6.    xxf  1ln . 

На основании теоремы о почленном интегрировании степен-

ного ряда с учетом выражения для суммы бесконечно убываю-

щей геометрической прогрессии имеем 

     
1

1
1

1ln
1

00 00





























  k

x
dtt

t

dt
x

k

k

k

x

k

k

x

, 

т.е.  1;1x  

   
1

1...
432

1ln
1

0

432









k

xxxx
xx

k

k

k
. 

7.    xxf  1 , R .  

В данном случае оценка производных   xf
k  является за-

труднительной. 

Поэтому воспользуемся известным разложением  1;1x  

 
      







 ...
!

1...21
...

!2

1
11

2 k
x

k

k
x

a
xx






 
    









1
!

1...21
1

k

k
x

k

k
. 

Ряд  

    







1
!

1...21

k

k
x

k

k
 

называется биномиальным рядом. 

При N n  все коэффициенты данного ряда, начиная с 

номера 1n , обращаются в нуль, и степенной ряд преобразуется 

в бином Ньютона 

 
 








n

k

kk

n

nn
xCxx

n

nn
nxx

0

2
...

!

1
11 . 

 

3. Некоторые приложения степенных рядов. П р и б л и ж е н -

н о е  в ы ч и с л е н и е  з н а ч е н и й  ф у н к ц и й .  Для нахожде-

ния приближенного значения функции  xf  в точке 0x  с задан-

ной точностью поступают следующим образом. Функцию  xf  

раскладывают в ряд по степеням 
1xx   в интервале сходимости, 

содержащим точку 0x . Точка 1x  – это точка, в которой значения 
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функции и ее производных вычисляются точно. Переменной x  

придается значение 0x . В полученном числовом ряду 

 k

k

k xxa 10

0






 оставляются только члены, гарантирующие за-

данную точность вычислений. Минимальное число 0n  таких 

членов ряда определяется из соответствующей оценки либо 

остатка  0xRn  формулы Тейлора, либо остатка  0xrn
 ряда Тей-

лора, так как в случае сходимости степенного ряда функции 

 xf  они равны между собой. 

Пример. Вычислить с точностью 01,0  число e . 

Р е ш е н и е . Так как,  

 
 

1

00
!1

e

!!









n

n

k

kn

k

n

k
x

x
nk

x
xR

k

x
e



, x 0 , Rx , 

то из оценки  

 
   

01,0
!1

3

!1
1 







nn

e
Rn



 

следует, что 5n , т.е. 50 n . Полагая 10 x , 01 x , получим  

717,2008,0042,0167,0500,02
!5

1

!4

1

!3

1

!2

1
11 e . 

П р и б л и ж е н н о е  в ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в .  Мно-

гие определенные интегралы, не выражающиеся в элементарных 

функциях, могут быть вычислены с помощью рядов. 

Пример. Вычислить dxe
x




3/1

0

2

 с точностью 001,0 . 

Р е ш е н и е . Имеем Rx : 

 







0

2

!
1

2

k

k
kx

k

x
e   

Тогда  

   
 

12

0

3/1

0

2

0

3/1

0
3

1

12!

1

!

12
























 

k

n

k
k

k

k
x

kk
dxx

k
dxe . 

Отсюда  

   
001,0

332!1

1
32





nn
nn

r    11 0  nn  
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





3

3/1

0
33

1

3

12

dxe
x

3210,00123,03333,0  . 

Окончательно получаем 

321,0

3/1

0

2




dxe
x  

с точностью 001,0 . 

И н т е г р и р о в а н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е -

н и й .  Степенные ряды могут применяться также для решения 

дифференциальных уравнений, например, в случае, если их ре-

шения не удается найти в элементарных функциях. 

Пример. Найти решение уравнения 

yyy sin . 

удовлетворяющее начальному условию  
2

0


y . 

Р е ш е н и е . Уравнение yyy sin  допускает разделение пе-

ременных: 

dx
y

ydy


sin
. 

Однако интеграл от левой части уравнения не выражается в 

элементарных функциях. В окрестности 00 x  уравнение удо-

влетворяет условиям теоремы о существовании и единственно-

сти решения задачи Коши. Будем искать его в виде ряда Макло-

рена 

 
  







0 !

0

n

n
n

x
n

y
xy . 

Так как  
2

0


y  и 
y

y
y

sin
 , то  



2
0 y . Дифференцируя 

по x  обе части равенства 
y

y
y

sin
 , находим 

   
22

sincossincos

y

yyyy

y

yyyyy
y





 . 

Откуда  
   

 

3

2

2

2/

2/sin0
0 















y
y . 

Дифференцируя обе части найденного равенства для y  , 
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находим  0y  . Продолжая этот процесс, можно получить любое 

число членов разложения в ряд Маклорена искомого решения 

 xyy  : 

...
22

2

2

3

2

 xxy



. 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какой степенной ряд называется рядом Тейлора для функ-

ции  xfy  ? Как из него получить ряд Маклорена? 

2. Сформулируйте и докажите теорему Тейлора о разложении 

функции ряд Тейлора. 

3. Получите разложения основных элементарных функций в 

ряд Маклорена. 

4. Какие основные приложения формулы Тейлора? 
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Тема 2 

РЯДЫ ФУРЬЕ 

Лекция 1 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

 

1. Метрические пространства. 

2. Линейные пространства. 

3. Гильбертовы пространства. 

 

1. Метрические пространства.  
О п р е д е л е н и е  1. Если для произвольной упорядоченной 

пары  yx;  элементов x  и y  множества X  определена функция 

 yx, , удовлетворяющая условиям: 

1)   0, yx , причем   0, yx  тогда и только тогда, когда вы-

полняется yx  ; 

2) для любых x  и y  имеет место равенство    xyyx ,,   ; 

3) для любых трех элементов x , y  и z  выполняется неравен-

ство (называемое неравенством треугольника) 

     zyyxzx ,,,   , 

то множество X  называется метрическим пространством. 

Функция  yx,  называется расстоянием или метрикой. 

Элементы метрического пространства называются точками. 

Метрические пространства, элементами которых являются 

функции, называются функциональными метрическими про-

странствами. 

П р о с т р а н с т в о   XB  –  о г р а н и ч е н н ы х  н а  м н о -

ж е с т в е  X  ф у н к ц и й .  Множество  XB  всех действитель-

ных ограниченных на некотором множестве X  функций образу-

ет метрическое пространство с расстоянием 

     xgxfgf
Xx




sup; ,  (1) 

где  xf ,  xg   XB . 

Действительно, выполнение в этом случае условий 1) и 2) для 

расстояния (1) очевидно. Докажем, что расстояние (1) удовле-

творяет и третьему условию определения 1. 

Для любых трех функций f , g  и h . принадлежащих множе-

ству  XB , и любого Xx  выполняется неравенство 
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               xhxgxgxfxhxf  

               xhxgxgxfxhxgxgxf
XxXx




supsup . 

Перейдя в левой части этого неравенства к верхней грани, 

получим 

           xhxgxgxfxhxf
XxXxXx




supsupsup . 

Согласно условию 3) определения 1 неравенство треугольника 

выполняется. 

В случае  baX ;  множество ограниченных на отрезке  ba;  

функций обозначается   baB ;  или  baB ; . 

П р о с т р а н с т в о   baCL ;  –  н е п р е р ы в н ы х  н а  о т -

р е з к е   ba;  ф у н к ц и й .  Множество  baCL ;  всех непрерыв-

ных на отрезке  ba;  функций является метрическим простран-

ством с расстоянием  

      

b

a

dxxgxfgf ; ,  (2) 

где  xf ,  xg   baCL ; . 

► Очевидно,   0, gf . 

Если   0, gf , то       0;  
b

a

dxxgxfgf . 

Поскольку    xgxf   является неотрицательной непрерыв-

ной функцией, то для всех  bax ; , в силу свойств определен-

ного интеграла выполняется равенство  

    0 xgxf . 

Это означает, что   bax ;  имеет место равенство 

   xgxf  . 

Условие 2) очевидно. 

Если функции  xf ,  xg ,  xh  baCL ; , то, интегрируя по 

отрезку  ba;  неравенство 

           xhxgxgxfxhxf  , 

получим  
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            

b

a

b

a

b

a

dxxhxgdxxgxfdxxhxf . 

Следовательно,      hggfhf ,,,   . ◄ 

Всякое подмножество метрического пространства является 

также метрическим пространством с тем же самым расстоянием 

и называется подпространством исходного пространства. 

Если X  и Y  - метрические пространства и отображение 

YXf :  является биекцией. т.е. взаимно однозначно отобра-

жает множество X  на множество Y  и сохраняет расстояние 

(для любых точек Xx  и   Yxfy   выполняется равенство 

      2121 ;; xxxfxf   ), то отображение f  называется изо-

метрией, или изометрическим отображением X  на Y , а 

метрические пространства X  и Y  – изометрическими. 

О п р е д е л е н и е  2 .  Последовательность  
1nnx  точек мет-

рического пространства называется сходящейся к точке x  этого 

пространства, если   0;lim 


xxn
n

 . 

Обозначается: xxn
n




lim  

Примеры. 1. Рассмотрим сходимость последовательности 

функций в пространстве  XB . Если  xfn  XB  и 

 xf  XB  и в смысле метрики пространства  XB  имеет ме-

сто ffn
n




lim , то определению расстояния в  XB  имеем 

    0suplim 


xfxfn
Xxn

. Это есть не что иное, как определение 

равномерной сходимости.  

Таким образом, сходимость в пространстве  XB  означает 

равномерную сходимость. 

2. Рассмотрим сходимость в пространстве  baCL ; .  

Последовательность функций  ban CLf ;  сходится к функции 

   baCLxf ;  в пространстве  baCL ; , если 

    0lim 

b

a

n
n

dxxfxf . 
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О п р е д е л е н и е  3 .  Последовательность  
1nnx  точек мет-

рического пространства называется фундаментальной, или по-

следовательностью Коши, если для любого 0  существует 

такой номер  N , что для всех номеров  Nn   и  Nm   

выполняется неравенство    mn xx ; . 

Лемма 1. Если последовательность точек метрического 

пространства сходится, то она является фундаментальной 

последовательностью. 

Без доказательства. 

О п р е д е л е н и е  4 .  Метрическое пространство называется 

полным, если всякая его фундаментальная последовательность 

сходится. 

Пример. Пространство  XB  является полным функцио-

нальным пространством. Действительно, сходимость в про-

странстве  XB  означает равномерную сходимость. Отсюда, 

согласно критерию Коши равномерной сходимости следует, что 

всякая фундаментальная в пространстве  XB  последователь-

ность равномерно сходится. Поскольку предел равномерно схо-

дящейся последовательности ограниченных функций также яв-

ляется ограниченной функцией, то этот предел принадлежит 

пространству  XB . Это означает полноту пространства  XB . 

 

2. Линейные пространства. 
О п р е д е л е н и е  5. Множество X  называется линейным 

пространством, если для его элементов определены операции 

сложения элементов и умножения элементов на число, удовле-

творяющие следующим аксиомам: 

1) xyyx     x , y X , 

2)     zyxzyx     x , y , z X , 

3)  0 X :  x X    xxx  00 , 

4)  x X    x X :   0 xxxx , 

5)  x X    ,   R       xx   , 

6)   xxx      x X ,   ,   R , 

7)   yxyx       x , y X ,    R . 
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О п р е д е л е н и е  6 .  Линейное пространство X  называется 

нормированным, если на нем задана такая действительная 

функция x , называемая нормой, что 

1) 0x   x X  

2) (однородность) xx      x X    , 

3) (неравенство треугольника) yxyx     x , y X , 

4) если 0x , то 0x . 

Если в качестве чисел берутся комплексные числа, то линей-

ное нормированное пространство называется комплексным, а 

если только действительные, то — действительным. 

Если для функции x  выполняются условия 1), 2), 3), то эта 

функция называется полунормой, а линейное пространство X  

— полунормированным.  

Очевидно, что норма пространства является и полунормой. 

Норма (полунорма) x  пространства X  обозначается также 

X
 . 

Функция, определенная на некотором множестве функций, 

называется функционалом. 

Примеры. 1. В линейном метрическом пространстве  XB  

действительных ограниченных функций, определенных на неко-

тором множестве X , функционал 

   xfxf
Xx

 sup ,   XBf   

является нормой. 

2. В линейном пространстве абсолютно интегрируемых на 

интервале  ba; , конечном или бесконечном, функций f  функ-

ционал 

   
b

a

dxxfxf  

является полунормой. Это полунормированное пространство 

обозначается  baRL ; . 

3. В линейном пространстве  baCL ;  непрерывных на интерва-

ле  ba;  функций f , принадлежащих пространству  baRL ; , 

функционал  
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   
b

a

dxxfxf  

является нормой. 

Лемма 2. Если X  – нормированное пространство, то функ-

ция   yxyx ;  является метрикой в X . 

Без доказательства. 

Итак, всякое нормированное пространство является и метри-

ческим пространством с метрикой   yxyx ; . 

О п р е д е л е н и е  7 .  Полное нормированное пространство 

называется банаховым пространством. 

Полнота понимается здесь в смысле метрики, порожденной 

нормой пространства. 

 

3. Гильбертовы пространства. Будем рассматривать только 

действительные линейные пространства. 

О п р е д е л е н и е  8 .  Пусть X  — линейное пространство. 

Числовая функция, обозначаемая 

 yx, , x , y X , 

заданная на множестве упорядоченных пар точек пространства 

X , называется скалярным произведением, если  x , y X  и 

  ,   R  выполняются следующие условия: 

1) коммутативность:    xyyx ,,  ; 

2) линейность:      zyzxzyx ,,,   ; 

3)   0, xx ; 

4) если   0, xx , то 0x .. 

Функция  yx, , удовлетворяющая условиям 1), 2) и 3), назы-

вается почти скалярным произведением.  

Очевидно, что скалярное произведение является и почти ска-

лярным. 

С в о й с т в а  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я  

1. Если  yx,  — почти скалярное произведение в линейном 

пространстве X , то  x , y X  выполняется неравенство 

Коши  - Буняковского: 

     yyxxyx ,,,  . 
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2. Для любых точек x , y X  имеет место неравенство 

треугольника 

     yyxxyxyx ,,,  . 

3. Если  yx,  - почти скалярное (в частности, скалярное) 

произведение в линейном пространстве X , то функция 

 xxx ,  

является полунормой (соответственно нормой) в этом про-

странстве, и неравенство Коши - Буняковского можно запи-

сать в виде 

  yxyx , . 

Примеры. 1. Множество действительных чисел R  является 

пространством со скалярным произведением, если под скаляр-

ным произведением  yx,  чисел x  и y  понимать их обычное 

произведение:   yxyx , . 

2. Обозначим через  baRL ;2  множество функций f , заданных 

на некотором конечном или бесконечном интервале  ba; , для 

каждой из которых существует правильное разбиение этого ин-

тервала и интеграл  
b

a

dxxf
2  сходится. Множество  baRL ;2  яв-

ляется линейным пространством. Функционал 

     
b

a

dxxgxfgf , ,  baRLgf ;2,  , 

является почти скалярным произведением,  

 fff , ,  baRLf ;2  

полунормой пространства  baRL ;2 . 

3. На подпространстве  baCL ;2   baRL ;2 , состоящем из не-

прерывных на интервале  ba;  функций f , для которых сходит-

ся интеграл  
b

a

dxxf
2 , функционал  

     
b

a

dxxgxfgf , ,  baCLgf ;2,   

является уже скалярным произведением, а  
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 fff , ,  baCLf ;2 , 

нормой. 

О п р е д е л е н и е  1 0 .  Полное линейное пространство со 

скалярным произведением называется гильбертовым про-

странством. 

Вопросы для самоконтроля 

1. Сформулируйте определение метрического пространства. 

Приведите примеры метрических пространств. 

2. Какое метрическое пространство называется полным? 

3. Дайте определение линейного пространства. 

4. Какое линейное пространство называется нормированным? 

5. Что называется скалярным произведением для элементов 

линейного пространства? 

6. Какими свойствами обладает скалярное произведение? 

7. Какое пространство называется гильбертовым простран-

ством? 



 67 

Лекция 2. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ 

 

1. Пространство кусочно-непрерывных функций. 

2. Основная тригонометрическая система функций. 

 

1. Пространство кусочно-непрерывных функций. При изуче-

нии возможности представления функции рядом Тейлора в точ-

ке 0x  предполагалось, что  xf  бесконечно дифференцируема в 

окрестности этой точки. Множество бесконечно дифференциру-

емых функций достаточно узко. Представление же функций ря-

дами Фурье допускает более широкий класс кусочно-

непрерывных функций. 

О п р е д е л е н и е  1. Функция  xf  называется кусочно-

непрерывной на отрезке  ba; , если она непрерывна на этом от-

резке, за исключением, быть может, конечного числа точек, где 

она имеет разрывы первого рода. 

Пример. Функция 

 

 















,42 если,15,0

,21    если     ,5,0

,10   если            ,
2

xx

xx

xx

xf  

является кусочно-непрерывной на отрезке  4;0  (рис.1). 

 
Рис.1. График кусочно-непрерывной функции 

 

Пусть  xf  – кусочно-непрерывная на  ba;  функция. В лю-

бой точке разрыва  bax ;0   такой функции существуют одно-

сторонние пределы  00 xf . Поэтому на каждом участке не-

прерывности существуют определенные интегралы Римана 

 
b

a

dxxf  и  
b

a

dxxf
2 . Значит,  кусочно-непрерывная на  ba;  

функция  xf  интегрируема вместе со своим квадратом на 
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 ba; . Функция  xf  в этом случае называется функцией с инте-

грируемым квадратом. 

Так как на множестве кусочно-непрерывных функций опре-

делены линейные операции, удовлетворяющие аксиомам линей-

ного пространства, то это множество образует линейное про-

странство. Введем на нем операцию скалярного произведения 

функций  x  и  x . 

О п р е д е л е н и е  2. Скалярным произведением функций 

 x  и  x  на отрезке  ba;  называется число 

     
b

a

dxxx , .    (1) 

На рассматриваемом множестве скалярное произведение 

функций (1) существует и обладает следующими свойствами: 

1)     ,,  ; 

2)       ,,, 2121  ; 

3)     ,,    R ; 

4)   0,  ,   00,   , 

т.е. удовлетворяет аксиомам метрического пространства. 

Множество всех кусочно-непрерывных на  ba;  функций со 

скалярным произведением, определенным по формуле (1), обо-

значается  baL ;2
 и называется пространством 2L . Простран-

ство 2L  – бесконечномерное. 

Пример. Вычислить скалярное произведение функций 

  xx   и   2
xx  на отрезке  1;0 . 

Р е ш е н и е . Имеем 

 
4

1

4
,

1

0

41

0

2
 

x
dxxx . 

О п р е д е л е н и е  3. Неотрицательное число  

 

b

a

dxx
2  

называется нормой функции  x  в пространстве  baL ;2
. 

Учитывая, что     ,
2


b

a

dxx , норму функции можно за-
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писать в виде 

  , .  (2) 

Функция  x  называется нормированной, если ее норма 

равна единице. 

Пример. Вычислить норму функции   xx sin  в  ;02L . 

Р е ш е н и е . Так как 

2
2sin

4

1

2
sin

00

22 












  x

x
xdx , 

то 
2


  . 

О п р е д е л е н и е  4. Две функции    baLx ;2  и 

   baLx ;2  называются ортогональными на отрезке  ba; , 

если их скалярное произведение на  ba;  равно нулю, т.е. 

      

b

a

dxxx 0,  . 

Пример. Функции   xx   и   2
xx   являются ортого-

нальными на отрезке  1;1 , так как 

  
 



1

1

1

1

4
2

0
4

,
x

dxxx . 

Заметим, что эти функции уже не являются ортогональными 

на отрезке  1;0 , поскольку   0,   на  1;0 . 

О п р е д е л е н и е  5. Система функций 

         ,...,...,, 21 xxxx nn    

(конечная или бесконечная) называется ортогональной на от-

резке  ba; , если все функции этой системы попарно ортого-

нальны на  ba; , т.е. 

  0, nm  , nm  , nm, N . 

О п р е д е л е н и е  6. Ортогональная система функций (  xn ) 

на отрезке  ba;  называется ортонормированной, если 

    1,
22

 
b

a

nnn dxx   n N . 
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Любую ортогональную на  ba;  систему функций (  xn ) с 

0  n N  можно нормировать. Для этого достаточно раз-

делить каждую функцию системы (  xn ) на ее норму. В резуль-

тате получим ортонормированную систему функций 
 















n

n x




. 

Пример. Доказать, что бесконечная система функций  

 nxsin  ,...sin,...,2sin,sin nxxx  

является ортогональной на   ; , и пронормировать ее. 

Р е ш е н и е . Согласно определению, для любых nm  , 

nm, N , скалярное произведение функций данной системы 

должно быть равным нулю.  

Действительно, 

       0coscos
2

1
sinsin,  











 dxxmnxmnmxdxnxnn

. 

Норма любой функции системы отлична от нуля. В самом де-

ле, для любого n N  

  









 


dxnxnxdxn 2cos1
2

1
sin

22
. 

Следовательно, 0 n  n N . 

Если разделить каждый член ортогональной на  ba;  системы 

(  xn ) на норму  n , то получим ортонормированную на 

отрезке   ;  систему функций:  


















,...sin

1
,...,2sin

1
,sin

1
sin

1
nxxxnx


. 

Понятие ортогональности системы функций аналогично по-

нятию ортогональности векторов. Каждую функцию из множе-

ства кусочно-непрерывных на отрезке  ba;  функций 

(    baLxf ;2 ) можно рассматривать как бесконечный вектор 

(число координат этого вектора (его размерность) – множество 

всех действительных чисел отрезка  ba; ). Тогда введенное по 

формуле (1) понятие скалярного произведения двух функций, 



 71 

принадлежащих множеству  baL ;2
, является обобщением ска-

лярного произведения двух векторов n -мерного евклидова век-

торного пространства. 

 

2. Основная тригонометрическая система функций. 

О п р е д е л е н и е  7 . Основной тригонометрической си-

стемой функций на отрезке  ll;  называется система  









,...sin,cos,...,

2
sin,

2
cos,sin,cos,1

l

xn

l

xn

l

x

l

x

l

x

l

x 
. (2) 

Теорема 1. Основная тригонометрическая система функций 

(2) является ортогональной на любом отрезке длиной l2 , 

например на отрезке  ll; , причем норма первого члена систе-

мы равна l2 , а любого другого l . 

► Докажем вначале, что система (2) является ортогональной. 

Имеем 

   








 



 



dx
l

xnm

l

xnm
dx

l

xn

l

xm
l

l

l

l


coscos

2

1
coscos  

   






 



l

l

l

l

dx
l

xnm
dx

l

xnm 
cos

2

1
cos

2

1
 

   
0sin

2

1
sin

2

1








 











l

l
l

xnm

nm

l

l

xnm

nm

l 
. 

Аналогично доказывается равенство нулю остальных инте-

гралов: 

0sin 


dx
l

xn
l

l


  n N , 

0cos 


dx
l

xn
l

l


  n N , 

0coscos 


dx
l

xn

l

xm
l

l


 N nm, , nm  , 

0sinsin 


dx
l

xn

l

xm
l

l


 N nm, , nm  , 
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0cossin 


dx
l

xn

l

xm
l

l


 N nm, , nm  . 

Вычислим норму первого члена основной тригонометриче-

ской системы функций. Так как 

  lxdx

l

l

l

l

211
22





 , 

то l21  . 

Найдем норму произвольного члена системы, содержащего 

косинусы: 


















 



l

l

l

l

dx
l

nx
dx

l

xn

l

xn  2
cos1

2

1
coscos

22

 

l
l

xn
l

l

nx

n

l
x

l

l
















cos

2
sin

42

1
,  n N . 

Аналогично доказывается, что l
l

xn



sin   n N . ◄ 

Основная тригонометрическая система функций является ор-

тогональной на любом отрезке, равном периоду lT 2 . 

В таблице 1 приведены примеры тригонометрических орто-

гональных систем функций и указаны нормы их элементов. 

 
Таблица 1. Ортогональные системы функций 

№ 
Ортогональная система 

функций 

Отрезок 
ортого-

нально-

сти 

Нормы 

1 

1 , xcos , xsin , x2cos , 

x2sin , …, nxcos , 

nxsin , … 

  ;

 

21  , 

 nxnx cossin

 

2 

1 , 
l

x
cos , 

l

x2
cos , …, 

l

xn
cos , … 

 l;0  

l1 , 

2
cos

l

l

xn



 

3 
l

x
sin , 

l

x2
sin , …,  l;0  

2
sin

l

l

xn



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l

xn
sin , … 

4 
1 , xcos , x2cos , …, 

nxcos , … 
 ;0  

1 , 

2
cos


nx  

5 
xsin , x2sin , …, nxsin , 

… 
 ;0  

2
sin


nx  

 

Замечание. Ортогональная система функций, расположенная 

в первой строке таблицы 1, получается из основной тригономет-

рической системы функций при l , а ортогональные системы 

функций, приведенные в четвертой и пятой строках, – также при 

l  из систем функций, записанных во второй и третьей стро-

ках таблицы соответственно. 

Пример. Ортогональной нетригонометрической системой 

функций является система многочленов Лежандра, определяе-

мая следующим образом: 

   n
n

n

nn nx
dx

d

n
xP 

2

!2

1
, ,...1,0n  

Запишем несколько членов этой системы: 

  10 xP ,   xxP 1
, 

    13
2

1 2

2  xxP , 

   xxxP 35
2

1 3

3  ,    33035
8

1 24

4  xxxP ,  

……………………………… 

Система многочленов Лежандра является ортогональной на 

отрезке  1;1 . 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какая функция называется кусочно-непрерывной? 

2. Что называется скалярным произведением функций и ка-

кими свойствами оно обладает? 

3. Какая система функций называется ортогональной и орто-

нормированной? 
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4. Запишите основную тригонометрическую систему и дока-

жите, что ее ортогональность. 

5. Докажите, что система многочленов Лежандра является 

ортогональной. 

Лекция 3. РЯДЫ ФУРЬЕ ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ  

СИСТЕМАМ ФУНКЦИЙ 

 

1. Обобщенный ряд Фурье. 

2. Экстремальное свойство коэффициентов Фурье. 

3. Неравенство Бесселя и его следствия. 

 

1. Обобщенный ряд Фурье. Пусть (  xn ) – ортогональная си-

стема функций в  baL ;2
. 

О п р е д е л е н и е  1. Выражение 

         





0

221100 ......
n

nnnn xсxсxсxсxс  .  (1) 

называется обобщенным рядом Фурье по ортогональной си-

стеме функций (  xn ). Если (  xn ) – основная тригонометри-

ческая система функций, то ряд (1) называется тригонометри-

ческим рядом Фурье. 

Пусть    baLxf ;2 . Требуется выяснить, при каких услови-

ях и для каких  bax ;  произвольную функцию  xf  можно 

разложить в ряд по ортогональной системе функций (  xn ) т.е. 

представить  xf  следующим образом: 

         





0

1100 ......
n

nnnn xсxсxсxсxf  .   (2) 

где nс  – числовые коэффициенты. 

Найдем коэффициенты nс  ряда (2). 

Предположим, что разложение (2) имеет место и интеграл от 

функции равен сумме интегралов от членов ряда. Умножим обе 

части разложения (2) на (  xn ) и почленно проинтегрируем ре-

зультат на отрезке  ba; : 

     dxxxf n

b

a

  
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          ......
2

1100   dxxcdxxxcdxxxc

b

a

nnn

b

a

n

b

a

 . 

Так как система функций (  xn ) является ортогональной, то 

все интегралы из правой части последнего равенства, за исклю-

чением интеграла с коэффициентом nс , обратятся в нуль. Таким 

образом, имеем 

     dxxcdxxxf

b

a

nnn

b

a

 
2 , ,...1,0n  

Запишем полученное уравнение, использовав понятия ска-

лярного произведения и нормы функции: 

 
2

, nnn cf   ,     

 
2

,

n

n
n

f
c




 , ,...1,0n   (3) 

Следовательно, ряд (2) по ортогональной на отрезке  ba;  си-

стеме функций (  xn ), соответствующий функции  xf , с уче-

том формул (3) можно записать в виде 

   
 

 









0

2

0

,
~

n

n

n

n

n

nn x
f

xcxf 



 ,  (4) 

Числа nc , определяемые по формуле (3), называются коэф-

фициентами Фурье функции  xf  по ортогональной системе 

функций (  xn ). 

Используя ортогональную на отрезке  ba;  систему функций 

(  xn ), для любой функции    baLxf ;2  можно формально 

составить обобщенный ряд Фурье (4), вычислив его коэффици-

енты по формулам (3). Однако вопрос о сходимости обобщен-

ных рядов Фурье остается открытым. В частности, неизвестно, 

является ли сумма формально записанного обобщенного ряда 

Фурье равной  xf  (даже если и окажется, что формально запи-

санный обобщенный ряд Фурье сходится, то его сумма может не 

совпасть с разложимой функцией  xf ). Итак, пока не выяснен 

вопрос о том, сходится ли обобщенный ряд Фурье к соответ-

ствующей функции  xf , будем говорить, что обобщенный ряд 

Фурье порожден функцией  xf . Эту формальную связь функ-
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ции  xf  и порожденного ею ряда Фурье обычно записывают 

так: 

   xcxf
n

nn


0

~  . 

Рассмотрим пример формального составления обобщенного 

ряда Фурье. 

Пример. Записать первые три коэффициента разложения 

функции   x
exf   на отрезке  1;1  по ортогональным много-

членам Лежандра. 

Р е ш е н и е . Ортогональная на  1;1  система полиномов 

Лежандра задается условием 

   n
n

n

nn x
dx

d

n
xP 1

!2

1 2
 , ,...1,0n  

Первые три члена этой системы имеют вид: 

  10 xP ,   xxP 1
,    13

2

1 2

2  xxP . 

Запишем обобщенный ряд Фурье для функции 

   1;12  Lexf
x : 

 xPce
n

nn

x




0

~  

и найдем три первых члена искомого разложения, использовав 

формулы (3):  

  

 
2

0

0
0

,

xP

xPf
с  , 

  

 
2

1

1
1

,

xP

xPf
с  , 

  

 
2

2

2
2

,

xP

xPf
с   

Вычислим квадраты нормы многочленов Лежандра: 

  




1

1

2

0 2dxxP ,        




1

1

22

1
3

2
dxxxP , 

   












1

1

22

2
5

2
13

2

1
dxxxP . 

Тогда 

   







 


e

edxexPfс
x 1

2

1

2

1
,

2

1
1

1

00 , 
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  
e

xdxexPfс
x 3

2

3
,

2

3
1

1

11 


 , 

     







 


e

edxxexPfс
x 7

2

5
13

2

1

2

5
,

2

5
1

1

2

22 . 

Обобщенный ряд Фурье, порожденный функцией 

   1;12  Lexf
x , запишется в виде 

  ...13
2

11

2

531

2

1
~

2


















 x

e
ex

ee
ee

x  

 

2. Приближение функций в среднем. Экстремальное свой-

ство коэффициентов Фурье. В математике используются раз-

личные понятия близости функций  xf  и  x  на отрезке  ba;  

(рис.1). Она может оцениваться, например, величинами 

 
   xxf

ba


;
max ,     

b

a

dxxxf  ,     

b

a

dxxxf
2

 , в зависимо-

сти от существования указанных величин или смысла решаемой 

задачи. Так, при приближении (аппроксимации) функции  xf  

функцией  x  за меру погрешности можно взять наибольшее 

уклонение функций    xxf max   bax ; . 

 
Рис.1. Близость функций 

 

В ряде случаев (рис.1.) подобная оценка погрешности не со-

всем удобна, так как функция  x  значительно отличается от 

функции  xf  только на достаточно малом интервале, содержа-

щемся в отрезке  ba; , в то время как почти на всем отрезке она 

близка к  xf . Поэтому за меру уклонения функции  xf  от 

 x  на отрезке  ba;  часто принимается число  , называемое 

средним квадратичным уклонением и определяемое соотно-
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шением 

       dxxxff

b

a

 
2

,  . 

Величина 0  имеет смысл для функций  xf  и  x  из 

 baL ;2
, поэтому она называется метрикой или расстоянием в 

 baL ;2
. Величина   ,f  характеризует близость функций 

 xf  и  x  в среднем квадратичном. 

Используя определение нормы функции, среднее квадратич-

ное уклонение  x  от  xf  можно определить как норму раз-

ности    xxf   этих функций: 

     xxff   , . 

Рассмотрим вопрос о приближении функций с помощью 

обобщенных рядов Фурье. 

Предположим, что обобщенный ряд Фурье (4) по ортого-

нальной на отрезке  ba;  системе функций (  xk ) сходится в 

некотором смысле в точке  bax ;  (или на всем отрезке  ba; ) к 

функции  xf . Тогда функция  xf  с любой степенью точности 

может быть приближенно представлена его частичной суммой, 

называемой ортогональным многочленом Фурье: 

   



n

k

kkn xcxS
0

 .   (5) 

Если при этом в качестве ортогональной системы функций 

выбрана основная тригонометрическая система (1 , x
l


cos , 

x
l


sin , …, x

l

n
cos , x

l

n
sin , …), то многочлен Фурье называ-

ется тригонометрическим и обозначается  xTn . 

Рассмотрим следующую задачу. Пусть заданы функция 

   baLxf ;2 , ортонормированная на  ba;  система функций 

(  xk ) и порядок n  обобщенного многочлена 

   



n

k

kkn xxS
0

 . Требуется подобрать коэффициенты k  

обобщенного многочлена таким образом, чтобы среднее квадра-
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тичное уклонение  nSf ,  было минимальным.  

Если такие коэффициенты 
k  найдутся, то говорят, что 

обобщенный многочлен степени n  аппроксимирует функцию 

 xf  на отрезке  ba;  наилучшим образом в смысле минимума 

среднего квадратичного уклонения  nSf ,  или многочлен 

 xSn
 аппроксимирует функцию  xf  в среднем (в смысле ме-

тода наименьших квадратов). 

Ответ на поставленную задачу дает следующая теорема. 

Теорема 1 (об экстремальном свойстве коэффициентов 

Фурье). Среди всех обобщенных многочленов вида 

   



n

k

kkn xxS
0

 , k R , наилучшей средней квадратичной 

аппроксимацией функции  xf  на отрезке  ba;  является мно-

гочлен Фурье, т.е. такой многочлен, коэффициенты которого 

находятся по формулам 
 

2

,

k

k
kk

f
с




  . 

► Необходимо так подобрать коэффициенты 
k  ортонорми-

рованного многочлена (5) степени n , чтобы норма разности 

функции  xf  и многочлена  xSn
 

           dxxSxfxSxfSf

b

a

nnn  
2

,  

принимала наименьшее значение. 

Для определения коэффициентов 
k , nk ,1 , запишем квад-

рат нормы разности функций  xf  и  xSn
: 

           

b

a

nnn dxxSxfxSxfSf
222

,  

          
b

a

n

b

a

b

a

n dxxSdxxSxfdxxf
22

2  

          

















b

a

n

k

kk

b

a

b

a

k

n

k

k xdxxxfdxxf

2

00

2
2   
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      .2
0

2

0

22

0

22

0

2

  




b

a

n

k

k

n

k

kk

b

a

n

k

kk

n

k

kk ccdxxfcdxxf 

 Очевидно, что первое и третье слагаемые в полученной фор-

муле не зависят от коэффициентов 
k  многочлена  xSn

, в то 

время как второе слагаемое зависит от 
k , причем квадратичная 

аппроксимаций будет наилучшей, когда 
kk с , т.е. когда ап-

проксимирующий многочлен является n -й частичной суммой 

обобщенного ряда Фурье. ◄ 

 

3. Неравенство Бесселя и его следствия. 

Теорема 2 (неравенство Бесселя).   





0

22

k

k

b

a

cdxxf  

►В п.2  было доказано, что наилучшее приближение в сред-

нем квадратичном к функции    baLxf ;2  дает n -я частичная 

сумма    xcxS
n

k

kkn 



0

  ряда Фурье, причем 

    



n

k

k

b

a

n cdxxfSf
0

222
,min   

Отсюда, учитывая, что 0min
2
 , имеем 

  0
0

22




n

k

k

b

a

cdxxf . 

Следовательно,   


b

a

n

k

k dxxfc
2

0

2 . 

Из последнего неравенства, справедливого при любом n N , 

следует сходимость ряда 


n

k

kc
0

2
. Действительно, в левой части 

этого неравенства находятся n -е частичные суммы ряда 


0

2

k

kc , 

образующие неубывающую и ограниченную сверху последова-

тельность. Как известно, такая последовательность частичных 

сумм имеет предел. Найдем ее предел при n : 
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  





n

k

k
n

b

a
n

cxf
0

22
limlim . 

Отсюда получаем неравенство Бесселя   





0

22

k

k

b

a

cdxxf . ◄ 

Нетрудно видеть, что неравенство Бесселя в случае ортого-

нальной (но не нормированной) последовательности функций 

принимает вид 

 
2

1

22

k

n

k

k

b

a

cdxxf 


 . 

С неравенством Бесселя связан ответ на вопрос о сходимости 

рядов Фурье. Так как ряд Фурье является функциональным, то 

его сходимость зависит от свойств функции  xf , разлагаемой в 

ряд Фурье. Различают сходимость равномерную и сходимость в 

среднем квадратичном.  

О п р е д е л е н и е  2. Ряд Фурье называется равномерно схо-

дящимся к функции    baLxf ;2  на отрезке  ba; , если после-

довательность его частичных сумм (  xSn
) (ортогональных мно-

гочленов Фурье) сходится к функции  xf  равномерно, т.е. для 

любого 0  можно указать такое натуральное число  NN  , 

что при всех  Nn   будет выполняться равенство 

     xSxf n    bax ; . 

Из определения равномерной сходимости следует, что при 

n  имеем 

    0max 


xSxf n
bxa

. 

О п р е д е л е н и е  3. Ряд Фурье называется сходящимся в 

среднем квадратичном к функции  xf  на отрезке  ba; , если 

последовательность его частичных сумм (  xSn ) (многочленов 

Фурье) сходится к функции  xf  в среднем квадратичном, т.е. 

     0lim
2



b

a

n
n

dxxSxf . 

Понятие сходимости в среднем квадратичном является обоб-

щением понятия равномерной сходимости. 
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Теорема 3. Если обобщенный ряд Фурье  xc k

k

k


0

 функции 

 xf  сходится на отрезке  ba;  равномерно к функции 

   baLxf ;2 , то он сходится к  xf  на  ba;  и в среднем квад-

ратичном. 

► Пусть ряд Фурье функции    baLxf ;2  сходится к ней на 

отрезке  ba;  равномерно. Тогда для любого 0  можно подо-

брать такое число  N , что при всех  Nn   выполняется не-

равенство 

   
ab

xSxf n





   bax ; . 

Тогда для всех  Nn   

          





 
b

a

b

a

n

b

a

n dx
ab

dxxSxfdxxSxf
22

. 

Отсюда следует 

     0lim
2


dxxSxf

b

a

n
n

. ◄ 

Теорема 4. Для того чтобы обобщенный ряд Фурье 

 xc k

k

k


0

 функции    baLxf ;2  сходился к  xf  на отрезке 

 ba;  в среднем квадратичном, необходимо и достаточно, что-

бы выполнялось равенство Парсеваля – Стеклова: 

  




b

a

k

k

k dxxfc
22

0

2  .   (6) 

►Необходимость. Из сходимости ряда  xc k

k

k


0

 в среднем 

квадратичном к функции  xf  на отрезке  ba;  следует, что  

       0lim,lim
22

 
dxxSxfSf

b

a

n
n

n
n

 . 

Отсюда 
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  0lim
0

22















 




dxcdxxf

b

a

n

k

k
n

 

и 

  




b

a

n

k

k
n

dxxfc
2

0

2
lim  

т.е. выполняется равенство Парсеваля – Стеклова. 

Достаточность. Пусть выполняется равенство Парсеваля – 

Стеклова (6). Тогда 

  




b

a

n

k

k
n

dxxfc
2

0

2
lim . 

Отсюда   0lim
0

22















 






dxcdxxf

b

a k

k
n

. 

С другой стороны 

     0,limlim
2

0

22




















   n
n

b

a

n

k

k
n

Sfcdxxf      bax ;  . 

т.е. ряд Фурье сходится к функции  xf  в среднем квадратич-

ном. ◄  

О п р е д е л е н и е  4. Ортогональная система функций 

(  xk ), для которой выполняется равенство Парсеваля – Стек-

лова, называется замкнутой в  baL ;2
, а само равенство (6) – 

уравнением замкнутости. 

Из теоремы 4 следует, что любая функция    baLxf ;2  мо-

жет быть разложена в сходящийся к ней в среднем квадратичном 

ряд Фурье по ортогональной на  ba;  системе функций (  xk ), 

если эта система является замкнутой в  baL ;2 . 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какое выражение называется обобщенным рядом Фурье? 

2. Как находятся коэффициенты рядя Фурье? 

3. Как измерить близость функций? Что называется средне-

квадратичным уклонением функций? 

4. Какое выражение называется ортогональным многочленом 

Фурье? Запишите  тригонометрический многочлен Фурье. 
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5. Сформулируйте и докажите теорему об экстремальном 

свойстве коэффициентов Фурье. 

6. Что можно сказать о сходимости обобщенного ряда Фурье, 

если для него выполняется неравенство Бесселя? 

7. Какая ортогональная система функций называется замкну-

той? 
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Лекция 4. РЯДЫ ФУРЬЕ ПО ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ 

СИСТЕМЕ 

 

1. Ряд Фурье для периодической функции с периодом T .  

2. Признаки сходимости тригонометрических рядов Фурье. 

3. Тригонометрические ряды Фурье для четных и нечетных 

функций, непериодических функций 

4. Комплексная форма тригонометрического ряда Фурье. 

 

1. Ряд Фурье для периодической функции с периодом T . 

Р я д  Ф у р ь е  д л я  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  с  п е -

р и о д о м  lT 2 .  Пусть  xf  – кусочно-непрерывная периоди-

ческая функция с периодом lT 2 . Рассмотрим основную три-

гонометрическую систему функций, ортогональную на любом 

интервале длиной l2 , в частности на  ll; : 

   







 ,...sin,cos,...,sin,cos,1

l

xn

l

xn

l

x

l

x
xn


 .  (1) 

Ранее в лекции 2 были вычислены нормы функций, образую-

щих ортогональную последовательность: 

l21  , lnxnx  cossin . 

Основная тригонометрическая система функций обладает 

полнотой, т.е. для любой функции  xf , интегрируемой с квад-

ратом, имеет место равенство Парсеваля – Стеклова при la  , 

lb  : 

  





0

222

n

nn

l

l

cdxxf  .    (2) 

Поэтому периодическую функцию  xf  с периодом lT 2  

можно разложить в ряд Фурье, который будет сходиться к функ-

ции  xf  в среднем квадратичном: 

   


0n

nn xcxf   

...
2

sin
2

cossincos 43210 
l

x
c

l

x
c

l

x
c

l

x
cc


. 

С учетом того, что коэффициенты при косинусах принято 

обозначать буквой a , при синусах – буквой b , а начальный ко-
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эффициент – буквой 
2

0
0

a
c  , ряд Фурье примет вид 

  














1

0 sincos
2 n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf


, 

где 

 

 
 





l

l

dxxf
l

f
a

1

1

,1
20 , 

 

 















l

l

n dx
l

xn
xf

l

l

xn

l

xn
f

a






cos
1

cos

cos,

2
, n N  

(1) 

 















l

l

n dx
l

xn
xf

l

l

xn

l

xn
f

b






sin
1

sin

sin,

, n N . 

 

О п р е д е л е н и е  1. Тригонометрический ряд  

  














1

0 sincos
2 n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf


,     (2) 

коэффициенты которого определяются по формулам (1), называ-

ется тригонометрическим рядом Фурье для периодической 

функции    llLxf ;2  . 

Преобразуем равенство Парсеваля – Стеклова с учетом тра-

диционных обозначений коэффициентов ряда Фурье: 

  









1

2

0

2

0222
2

4 n

n

n

nn

l

l

cl
a

cdxxf   

 




















1

22
2

0

2

12

2

,

n

nn

nn

nn
ball

a

bc

ac
. 

Отсюда 

  2

1

22
2

0 1

2
f

l
ba

a

n

nn 




.    (3) 

Уравнение (3) называется уравнением Ляпунова.  
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Р я д  Ф у р ь е  д л я  п е р и о д и ч е с к о й  ф у н к ц и и  с  

п е р и о д о м  2T .  Пусть     ;2 Lxf . Ряд Фурье для 

такой функции получается из ряда (2) при l : 

   





1

0 sincos
2 n

nn nxbnxa
a

xf ,    (4) 

где коэффициенты ряда Фурье определяются по формулам: 

 









dxxfa
1

0 , 

 









nxdxxfan cos
1

, n N , 

 









nxdxxfbn sin
1

, n N . 

Пример. Разложить в ряд Фурье периодическую с периодом 

2  функцию (рис.1) 

 









.0  если ,1

,0  если  ,1





x

x
xf  

 
Рис.1. 

 

Р е ш е н и е . Вычислим коэффициенты Фурье функции  xf : 

    01
11

0

0

0 













 












dxdxdxxfa , 

  0coscos1
1

0

0















 








nxdxnxdxan , 

  











































 0

0

0

0
coscos1

sinsin1
1

n

n

n

n
nxdxnxdxbn  
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  












,12  если  ,

4

,2  если  ,0

11
2

kn
n

kn

n

n




 

где k N . 

Таким образом, для рассматриваемой функции ряд Фурье 

имеет следующий вид: 

    










 ...12sin

12

1
...5sin

5

1
3sin

3

1
sin

4
xk

k
xxxxf


. 

На рисунках 2, 3, 4 изображены графики частичных сумм 

 xSn
 – тригонометрические полиномы Фурье  xS1

,  xS2
, 

 xS3
 соответственно.  

 
Рис.2. 

 

 
Рис.3. 

 

 
Рис.4. 

 

Из этих рисунков видно, как частичные суммы nS , ряда 
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Фурье все точнее и точнее представляют функцию  xf  при 

n . 

 

2. Признаки сходимости тригонометрических рядов Фурье. 

Каждой периодической с периодом lT 2  функции 

   llLxf ;2   можно поставить в соответствие ряд Фурье 

  














1

0 sincos
2

~
n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf


, 

где коэффициенты 0a , na , nb  находятся по соответствующим 

формулам. 

Важными являются следующие два вопроса о сходимости ря-

дов Фурье. 

1. При каких условиях, налагаемых на функцию  xf , ряд 

Фурье сходится в том или ином смысле к этой функции и, сле-

довательно, в соотношениях (2) и (4) справедливы знаки равен-

ства? 

2. Как влияют свойства функции  xf  на характер сходимо-

сти ее ряда Фурье? 

Ответ на эти вопросы будет дан в трех сформулированных 

ниже теоремах. 

Теорема 1. Если    llLxf ;2   – кусочно-непрерывная на 

отрезке  ll;  функция, то ее тригонометрический ряд Фурье 

(2) сходится к функции  xf  в среднем квадратичном: 

  0sincos
2

lim
1

0 




















 



 


dx
l

xk
b

l

xk
a

a
xf

n

k

kk
n


. 

Без доказательства. 

Теорема 2. Если    llLxf ;2   – кусочно-гладкая на отрезке 

 ll;  функция, то ее тригонометрический ряд Фурье (2) схо-

дится в каждой точке этого отрезка и для суммы ряда Фурье 

справедливы следующие соотношения: 

1)    xfxS  , если x  – точка непрерывности функции  xf ; 

2)  
   

2

00 00 


xfxf
xS , если 0x  – точка разрыва пер-

вого рода функции  xf ; 
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3)    
   

2

00 


lflf
lSlS . 

На рисунке 5 дана геометрическая интерпретация условий 1–

3 теоремы 2.  

 
Рис.5. 

 

Так, например, условие 2 означает, что в точках разрыва пер-

вого рода сумма ряда Фурье равна среднему арифметическому 

пределов функции справа и слева. 

Теорема 3. Если функция    baLxf ;2  является кусочно-

гладкой и непрерывной на отрезке  ll; , а на концах этого от-

резка удовлетворяет условию    lflf  , то ее тригономет-

рический ряд Фурье на  ll;  сходится к  xf  равномерно. 

Без доказательства. 

Теоремы 1– 3 показывают, как свойства функции 

   baLxf ;2  влияют на сходимость ее ряда Фурье: 

– если  xf  – кусочно-непрерывная функция с периодом 

lT 2 , то ее ряд Фурье сходится к ней в среднем; 

– если  xf  – кусочно-гладкая функция, то ее ряд Фурье схо-

дится к  xf  в каждой точке непрерывности этой функции и к 

   
2

00  xfxf
 в точке разрыва, т.е. сумма ряда не везде 

совпадает с  xf ; 

– если  xf  – кусочно-гладкая и непрерывная функция, то ее 

ряд Фурье сходится равномерно к  xf . 

Другими словами, «улучшение» свойств функции  xf  

«улучшает» сходимость ее ряда Фурье, причем для более глад-

кой функции сходимость ее ряда Фурье сильнее в том смысле, 

что из нее следует сходимость ряда и для менее гладких функ-

ций. 



 91 

Примеры. 1. Функция   xxf   (рис.6) на отрезке  ll;  

удовлетворяет условиям теоремы 3, поэтому ее ряд Фурье рав-

номерно сходится к   xxf   на  ll; : 

 








1
22

12
cos

14

2 n l

xk

k

ll
x




. 

 
Рис.6. 

 

2. Для функции   xxf   на интервале  ll;  (рис.7) записать 

ряд Фурье.  

 
Рис.7. 

 

Найдем коэффициенты Фурье: 

0
1

0  


l

l

xdx
l

a ,  

0cos
1

 


l

l

n dx
l

xn
x

l
a


,  















 



l

l

l

l

l

l

n dx
l

xn

n

l

l

xn

n

l
x

l
dx

l

xn
x

l
b










coscos

1
sin

1
 

 
n

ln 2
1

1
 . 

Следовательно, ряд Фурье, соответствующий функции 

  xxf   имеет вид: 
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 







1

1
sin

1
1

2
~

n

n

l

xn

n

l
x




. 

Так как функция   xxf   на интервале  ll;  удовлетворяет 

условиям теоремы 2, то ее ряд Фурье сходится к  xf , но схо-

димость является не равномерной, а поточечной (во всех внут-

ренних точках отрезка  ll; ). На концах этого отрезка ряд 

Фурье не является сходящимся к  xf , поскольку, согласно тео-

реме 2, его сумма 

   
   

0
2

00





lflf
lSlS . 

Таким образом, имеет место равенство 

 







1

1
sin

1
1

2

n

n

l

xn

n

l
x




  llx ; . 

 

3. Тригонометрические ряды Фурье для четных и нечетных 

функций, для непериодических функций. Рассмотрим част-

ные случаи периодических функций с периодом lT 2 , разло-

жимых в ряд Фурье на отрезке  ll; . 

Предположим, что в ряд Фурье разлагается четная функция, 

т.е. такая, что    xfxf    llx ; . График четной функции 

(рис.8) симметричен относительно оси Оу. 

      
Рис. 8.                               Рис.9. 

 

С учетом того, что определенный интеграл можно рассматри-

вать как площадь криволинейной трапеции, для четных функций 

имеем 

    



ll

l

dxxfdxxf

0

2 . 
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Для нечетных функций, т.е. таких, что    xfxf   

 llx ;  (рис.9), получаем 

      0

0

0

 


l

l

l

l

dxxfdxxfdxxf . 

Из определения четных и нечетных функций следует, что: 

1) произведение двух четных или двух нечетных функций 

есть функция четная; 

2) произведение четной и нечетной функций есть функция 

нечетная. 

Таким образом, если в ряд Фурье на отрезке  ll;  разлагает-

ся четная функция, то произведение  
l

xn
xf


cos  является чет-

ной функцией, а произведение  
l

xn
xf


sin  – нечетной функци-

ей. Следовательно, коэффициенты ряда Фурье для четной функ-

ции находят по формулам: 

 

l

dxxf
l

a

0

0

2
,  

 

l

n dx
l

xn
xf

l
a

0

cos
2 

,  

0nb , n N . 

а сам ряд Фурье для четной функции содержит только косинусы 

и свободный член: 

  





1

0 cos
2 n

n
l

xn
a

a
xf


. 

Если в ряд Фурье на отрезке  ll;  разлагается нечетная 

функция, то произведение  
l

xn
xf


cos  является нечетной функ-

цией, а произведение  
l

xn
xf


sin  – четной функцией. Таким 

образом, коэффициенты тригонометрического ряда Фурье для 

нечетной функции находятся по формулам: 

00  naa , n N , 
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  

l

n dx
l

xn
xf

l
b

0

sin
2 

, n N , 

а сам тригонометрический ряд Фурье для нечетной функции со-

держит только синусы: 

  





1

sin
n

n
l

xn
bxf


. 

В общем случае, если в ряд Фурье разлагается функция, не 

являющаяся ни четной, ни нечетной, т.е. такой, что    xfxf   

и    xfxf  , то ее тригонометрический ряд Фурье содержит 

члены вида 
l

xn
an


cos  и 

l

xn
bn


sin . 

Р а з л о ж е н и е  н е п е р и о д и ч е с к и х  ф у н к ц и й  в  

т р и г о н о м е т р и ч е с к и й  р я д  Ф у р ь е .  Выше отмечалось, 

что в тригонометрический ряд Фурье могут разлагаться только 

периодические функции с периодом lT 2  либо 2T . Дей-

ствительно, если функция  xf  разлагается в ряд 

   





1

0 sincos
2 n

nn nxbnxa
a

xf , 

сходящийся к  xf , то сумма этого ряда должна быть периоди-

ческой функцией с периодом 2T , так как nxsin  и nxcos  яв-

ляются периодическими функциями с периодом 2 . 

Если функция  xf  не является периодической, то для того, 

чтобы представить ее рядом Фурье, строят некоторую вспомога-

тельную периодическую функцию  xf * , которая в области 

определения функции, например на отрезке  ll;  совпадает с 

функцией  xf . В этом случае говорят, что функцию  xf  пери-

одически продолжают на всю числовую ось. Рассмотрим следу-

ющие возможные случаи. 

1. Если функция  xf  задана на отрезке  ll; , то строят 

вспомогательную периодическую функцию  xf *  с периодом 

lT 2 , которая на  ll;  совпадает с  xf , а на остальной части 

числовой оси является ее периодическим продолжением. 

2. Если функция  xf  задана на произвольном отрезке 

 laa 2;   длиной l2 , то строят вспомогательную периодиче-
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скую функцию  xf *  с периодом lT 2 , которая на отрезке 

 laa 2;   совпадает с функцией  xf , а на остальной части чис-

ловой оси является ее периодическим продолжением. В этом 

случае тригонометрический ряд имеет вид, определяемый фор-

мулой (2), но его коэффициенты находятся по формулам: 

 




la

a

dxxf
l

a

2

0

1
,  





la

n dx
l

xn
xf

l
a

2

0

cos
1 

, n N , 

 




la

a

n dx
l

xn
xf

l
b

2

sin
1 

, n N . 

Для определения коэффициентов Фурье было использовано 

следующее свойство интегрирования периодической функции: 

значение интеграла от периодической функции с периодом 

lT 2  по произвольному отрезку длиной l2  постоянно, поэтому 

   






l

l

la

a

dxxfdxxf

2

. 

3. Если кусочно-гладкая функция  xf  задана на отрезке 

 l;0 , то ее можно разложить в ряд Фурье только по косинусам 

или только по синусам, либо и по синусам, и по косинусам. 

Для разложения функции  xf  в ряд по косинусам ее про-

должают на отрезок  0;l  четным образом (рис.10): 

 
   
   









,;0 

,0; 
*

lxxf

lxxf
xf  

которую затем периодически продолжают на всю числовую ось. 

 
Рис.10 

 

В этом случае ряд Фурье для функции  xf  на отрезке  l;0  

содержит только косинусы: 
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  





1

0 cos
2 n

n dx
l

xn
a

a
xf


, 

где 

 

l

dxxf
l

a

0

0

2
,  

l

n dx
l

xn
xf

l
a

0

cos
2 

, n N . 

Для разложения функции  xf , заданной на отрезке  l;0 , в 

ряд по синусам ее продолжают на отрезок  0;l  нечетным об-

разом (рис.11): 

 
   

   








,;0 

,0; 
*

lxxf

lxxf
xf  

которую затем периодически продолжают на всю числовую ось. 

 
Рис.11. 

 

Пример. Разложить функцию   xxf   на отрезке  ;0  в 

тригонометрический ряд Фурье по косинусам и по синусам 

Р е ш е н и е . 1. Продолжим функцию  xf  на отрезок  0;  

четным образом, т.е. построим вспомогательную функцию 

 xf * , определенную на   ;  следующим образом: 

  xxf * . Найдем коэффициенты Фурье: 
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Откуда 
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Таким образом, 

 
 

  








1

2
12cos

12

14

2
*

k
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k
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


    ;x  

или  ;0x  

...5cos
25

4
3cos

9

4
cos

4

2
 xxxx




. 

2. Продолжим функцию   xxf   теперь на отрезок  0;  

нечетным образом, т.е. построим вспомогательную функцию 

  xxf * , x . Вычислим коэффициенты Фурье nb  (так как 

для нечетной функции 00  naa ): 

  1

000

1
2

cos
2cos2

sin
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Тогда  ;0x  

 
...3sin

3

2
2sinsin2sin

1
2

1

1




 

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

xxxnx
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x
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n

. 

 

4. Комплексная форма тригонометрического ряда Фурье. 

Пусть    llLxf ;2   – периодическая функция с периодом 

lT 2 . Если она представима сходящимся тригонометрическим 

рядом Фурье. В электро- и радиотехнике для такой функции ис-

пользуют другую форму записи тригонометрического ряда 

Фурье – комплексную, которую можно получить, воспользовав-

шись формулами Эйлера: 
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
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Ряд Фурье для такой функции примет вид  
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Введем следующие обозначения: 

2

0
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a
c  ,  nnn ibac 

2

1
,  nnn ibac 

2

1
  n N . 

Тогда тригонометрический ряд Фурье  для функции  xf  

можно записать в виде 
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или 
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
n

l
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i

necxf



. 

Ряд называется комплексной формой тригонометрического 

ряда Фурье. 

Найдем коэффициенты Фурье nc , ,...1,0 n , использовав 

формулы Эйлера и принятые обозначения: 

 




l

l

dxxf
l

c
2

1
0 , 

   
















l

l

l

xn
i

l

l

n dxexf
l

dx
l

xn
i

l

xn
xf

l
c




2

1
sincos

2

1
, 

   


 









l

l

l

xn
i

l

l

n dxexf
l

dx
l

xn
i

l

xn
xf

l
c




2

1
sincos

2

1
  n N . 

Объединяя выражения для коэффициентов nc  и nc  в одну фор-

мулу, получим 
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xn
i

n dxexf
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О п р е д е л е н и е  3 . Выражения l

xn
i

e



 называются гармони-

ками, числа 
l

n
n


  , ,...1,0 n  – волновыми числами функ-

ции   
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


n
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n
necxf


, множество всех волновых чисел – спек-

тром. Коэффициенты nc  называются комплексными амплиту-

дами. 
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Вопросы для самоконтроля 

1. Как вычисляются коэффициенты тригонометрического 

Фурье для периодических функций? 

2. При выполнении каких условий тригонометрический ряд 

Фурье сходится к функции? 

3. В чем особенность вычисления коэффициентов Фурье для 

четных и нечетных функций? 

4. Как разложить в ряд Фурье непериодическую функцию? 

 



 100 

ЛИТЕРАТУРА 

 

1. Зорич В.А Математический анализ. Ч.1 – М.: Наука, 

1981. 

2. Зорич В.А Математический анализ. Ч.2. – М.: Наука, 

1984. 

3. Ильин В.А., Садовничий В.А., Сендов Бл. Х. Математи-

ческий анализ. – М.: Наука, 1985. 

4. Кудрявцев. Л.Д. Краткий курс математического анализа: 

Учебник для вузов. – М.: Наука., 1989. 

5. Математический анализ в вопросах и задачах: Учебн. по-

собие для вузов / Под ред. Бутузова. – М.: Высш. шк., 1984. 

6. Математический анализ: Справочное пособие. В 2 ч. Ч.1/ 

А.И.Герасимович, Н.А. Рысюк. – Мн.: Выш.шк., 1989. 

7. Математический анализ: Справочное пособие. В 2 ч. Ч.2/ 

А.И.Герасимович, Н.П. Кеда, М.Б. Сугак. – Мн.: Выш.шк., 1990. 

8. Никольский С.М. Курс математического анализа: В 2т. 

Т.1. – М.: Наука, 1990. 

9. Никольский С.М. Курс математического анализа: В 2т. 

Т.2. – М.: Наука, 1991. 

10. Тер-Крикоров А.М., Шабунин М.И. Курс математиче-

ского анализа: Учеб. пособ. для вузов. – М.: Наука., 1988. 



 101 

 

Учебное издание  

 

Марченко Лариса Николаевна 

 

 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

 

Тексты лекций для студентов физического факультета 

 

В пяти частях 

 

Часть третья 

 

Теории рядов 

 

 

В авторской редакции 

 

 

 

 

 

 

Подписано в печать 26.10.2006. (66) Бумага писчая №1. Фор-

мат 60х84 1/16. Гарнитура Times New Roman Cyr. Усл.п.л. 

_____. Уч.изд.л. _____. Тираж 25 экз.  

 

 

Отпечатано с оригинала-макета на ризографе  

Учреждения образования 

«Гомельский государственный университет 

имени Франциска Скорины» 

246019, г. Гомель, ул. Советская, 104 

 

 


